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Capitulo 1

A modo de introduccion

En los primeros cursos de Andlisis Matemadtico se trabaja con funciones defi-
nidas en algtn subconjunto de R o de R?. Los espacios R? (en general C?) tienen
estructura de espacio vectorial sobre R (sobre C) de dimensién finita d. La definicién
de alguna norma en ellos, frecuentemente la norma euclidea, nos permite dotarlos de
una métrica. Una métrica en R? nos permite introducir el concepto de convergencia
de sucesiones o, més en general, de una topologia en R? mediante la cual podemos
estudiar conceptos asociados a funciones como son la continuidad, diferenciabilidad,
etc. Otra posibilidad consiste en considerar las funciones como elementos de un es-
pacio vectorial determinado, dotarlo de una norma y estudiar las propiedades de
la métrica asociada, de manera ansloga a como se hace con los espacios R? o C¢.
Aunque la idea generatriz es la misma, las diferencias con el caso finito dimensional
dieron origen a una riqueza de resultados matemédticos que son el objetivo de una
rama de las mateméticas denominada Anélisis Funcional. Veamos a continuacién,
de manera somera, algunas de estas diferencias.

1.1. Espacios vectoriales de dimension infinita

En Anélisis Matematico se trabaja, ademss de con vectores en R o C%, con
otros elementos como son las sucesiones o las funciones. Desde el punto de vista
algebraico, tienen en comun con los vectores que se les puede dotar de la estructura
de espacio vectorial. Asi, si denotamos por RY el conjunto de las sucesiones de
numeros reales, es decir,

R := {x = {z,};_; : =, € R para todo n € N},

5



6 Capitulo 1 A modo de introduccién

se prueba inmediatamente que tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo
R si le dotamos de las operaciones:

{an} + {bn} = {an + b} v Man} = {)a,}, donde {a,}, {b,} e RY y XeR.

Anilogamente, el conjunto CN de todas las sucesiones de niimeros complejos, dotado
de las mismas operaciones, forma un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros
complejos C.

Lo que diferencia a estos espacios vectoriales de R? o C¢ es que no estén fi-
nitamente generados: no existe una base con un nimero finito de elementos en RY
o CN. Para ello bastard probar que existen conjuntos linealmente independientes
con infinitos elementos. Para cada n € N, consideramos la sucesién e,, := {0, 1}/,
donde 0, denota la delta de Kronecker, es decir

1 sik=n
5n.k: .
’ 0 sik#n.

El conjunto de sucesiones E = {e1,es,es,...} es lincalmente independiente en RY
o CN. En efecto, si una combinacién lineal finita de elementos de E es igual a la
sucesién nula 0 = {0,0,...}, entonces todos los coeficientes de la combinacién lineal
son necesariamente iguales a 0, es decir

2 Aje; =0 = )\; =0 para todo indice j.

finita

Si I denota un intervalo cualquiera en R, denotamos por R’ al conjunto de todas
las funciones definidas en I con valores en R, es decir

R! = {f:]—)]R}.
Dotado de las operaciones

(f+9)@) =ft)+g(), tel vy (AN)E)=Af(t), tel,

donde f,g e R! y A e R, el espacio R es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los
ntimeros reales R. Anédlogamente, el conjunto C! de todas las funciones f : I —
C, dotado de las mismas operaciones, forma un espacio vectorial sobre el cuerpo
de los nimeros complejos C. En ambos casos, los espacios vectoriales obtenidos
no son finitamente generados ya que el conjunto formado por todos los monomios
{1,t,£2,#3,...} (restringidos al intervalo I) es un conjunto linealmente independiente
en RT y en C'.

Se prueba, utilizando el lema de Zorn, la existencia de bases (algebraicas),
llamadas bases de Hamel, formadas por infinitos elementos para estos espacios.
Asi, todo elemento se puede escribir, de manera tnica, como una combinacién lineal
finita de los elementos de la base. Recordemos el enunciado del lema de Zorn:
Todo conjunto ordenado mo vacio en el que todo subconjunto totalmente ordenado
estd acotado superiormente, contiene al menos un elemento maximal.
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Proposicién 1.1 Todo conjunto linealmente independiente en RN (o R ) estd con-
tenido en una base de Hamel de dicho espacio.

Demostracién: Sea L un conjunto linealmente independiente (infinito) en RY (o
RT). Consideramos el conjunto £ (no vacio) formado por todos los subconjuntos
linealmente independientes que contienen a L, ordenado con la relacién de inclusion.
Si{L;} es un conjunto totalmente ordenado en £, su unién [ J, L; es una cota superior
ya que es linealmente independiente (demuéstrese) y contiene a todos los L;. Por
lo tanto, el lema de Zorn nos asegura la existencia de un elemento maximal B de
L. Veamos que B es la base de Hamel que buscamos. Es linealmente independiente
por la definicién de £. Ademads, genera cualquier elemento = del espacio; en caso
contrario, el conjunto {z} U B serfa linealmente independiente, y contendria a B lo
que contradice la maximalidad de B.

O

La prueba anterior es vélida para cualquier espacio vectorial que no esté fini-
tamente generado. Asi, por ejemplo, existe una base de Hamel (infinita) del espacio
vectorial de los niimeros reales R sobre el cuerpo QQ de los niimeros racionales, aunque
no se conoce explicitamente.

Ejemplo 1.2 ‘ El conjunto formado por los monomios {1,t,¢2,¢3,...} cons-
tituye una base de Hamel (numerable) del espacio vectorial P(R) de los polinomios
de coeficientes reales sobre el cuerpo R de los niimeros reales.

1.2. Generalizando las normas usuales de R? o C?

La introduccién de normas en R? o C¢ nos permite, desde un punto de vista
cuantitativo, medir distancias entre vectores y desde un punto de vista cualitativo
introducir el concepto de limite. Recordemos que una norma en un espacio vectorial
X sobre el cuerpo R o C, generalizacién del valor absoluto en R o C, se define como
una aplicacién

X — R

r — |z
cumpliendo las siguientes propiedades:
1. || = 0 para todo x € X y |z|| = 0 si y sélo si z =0,
2. |Az| = |A||z| para todo z € X y Ae R (o C),

3. o +yl < 2] + [y] para todo z,y € X.
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Para todo x,y € X se cumple que ||z| — [y|| < |z — y|, por lo que una norma
define una funcién uniformemente continua en X. Una norma induce una métrica
en X definida por

dlz,y) =z —y| =zyeX,

que es invariante por traslacién, es decir, se cumple que d(z,y) = d(z + z,y + 2)
cualquiera que sea z € X.
Las normas més usuales en R¢ o C%, a saber:

d
2. S
nZ::l |In| ; HXHV : 1213%((1 |xn| ,

d
Il o= D Jwnls I =
n=1

donde x € R% o0 C%, son generalizables a espacios de sucesiones y de funciones. Asf,
si x = {zn},_, podemos definir formalmente:

o]

HX”1 = Z |xn|; ”XHZ =

n=1

xL

Z lznl?;  [x

n=1

|“f» 1= sup ‘mn| :
neN

Obviamente, las cantidades anteriores no estardn definidas para cualquier sucesién
en RY o CN. Por tanto, cada uno de los valores anteriores estars asociado a un
subespacio especifico de sucesiones. Si definimos

x0
C(N) = {x = {zn};_, € CV tal que Y |on| < o0},

n=1

se comprueba facilmente que ¢! (N) es un subespacio vectorial de CY y que |x|; para
x € £*(N) define una norma. Se obtiene asi un espacio normado:

Definicién 1.3 Se denomina espacio normado (X, | - |) a un espacio
vectorial X dotado de una norma | - |.

De la misma manera se definen los subconjuntos de CN:

o8}
(N) = {x = {z,}7_; € C" tal que Z |zn)? < a0},
n=1
y ~
07 (N) := {x = {z,,};_; € C" tal que x estd acotada} .
Recuérdese que una sucesién {z,};_, estd acotada si existe una constante K > 0
tal que |z, | < K para todo n € N. Se prueba sin dificultad que ¢*(N) es subespacio
vectorial de CN y que (¢*(N), || - |) constituye un espacio normado.
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En el capitulo 2 se probara que £2(N) es un subespacio vectorial de CY y que
(¢2(N), | - |2) constituye un espacio normado de un tipo particular que seré objeto
de estudio a lo largo de este libro (véanse los ejemplos 2.5 y 2.37).

‘ Ejemplo 1.4 ‘ Se comprueba que ¢} (N) c £2(N) < ¢*(N) siendo las conten-
ciones estrictas.

Considerando, por ejemplo, el intervalo I = [a, b], para funciones f : [a,b] —
C, las normas anteriores se generalizan definiendo formalmente:

b b
1l = f Ol [ f]2 = j|f<t>|2dt; Il = s 17O

a te[a,b

Como en el caso anterior, estas cantidades no estan definidas para toda funciéon
f e Clebl Sin embargo estdn definidas, por ejemplo, en el conjunto Cla,b] de las
funciones continuas en el intervalo [a, b]. Se prueba sin dificultad que (C[a, b], || [|1) ¥
(Cla,b], |- ») son espacios normados. En este tltimo caso, como el intervalo es cerra-
do y acotado, el teorema de Weierstrass nos permite escribir | f|o = méxe[a ey |f(£)]
para cada f € C[a,b]. En el capitulo 2 se probard que (C[a,b],| - |2) también es un
espacio normado.

1.3. Equivalencia de normas

Aunque las normas |-||1, |-|2 ¥ || definidas en R? o C? son cuantitativamente
diferentes, su comportamiento cualitativo es el mismo en el sentido de que dan
origen a las mismas sucesiones convergentes. En un espacio normado (X, | -|) se dice
que una sucesion {z,},_; < X converge a un elemento x € X si se verifica que
|zn — z| fed 0. El que las sucesiones convergentes en R? sean independientes de

que se utilice la normas || - |1, | - |2 o | - |- se debe a que se cumplen las siguientes
relaciones entre ellas:

‘ Ejemplo 1.5 ‘ Las normas |« |1, |- |2 ¥ | [ de R? satisfacen las siguientes
desigualdades (compruébese):

el < e < V)
|zl < 2zl < dfzo
Izl < =]

Lo anterior nos lleva a la siguiente definicién:
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Definicién 1.6 Dos normas |||l y |- s definidas sobre un mismo espacio vectorial
X son equivalentes si existen dos constantes 0 < m < M tales que

m|z|e < ||zlly < Mzlle  para todo xz € X .
Proposicién 1.7 Todas las normas definidas sobre R (o C?) son equivalentes.

Demostracién: Sea p : RY — R una norma cualquiera en R%; veamos que p es
continua en R? cuando en R consideramos la norma || - ||;. Si {e,}¢_; denota la
(s d d .

base canénica de R?, para z = D1 Tn€p Y @ =2, | Gn€y, en R? se verifica que

d d
|p(z) — p(a)| < p(z — a) —pZ n—an)ey) Z n— anlp(en) < K|z —aly,

siendo K = 12152(01 p(en), de donde se deduce la continuidad de p. Como el conjunto
SUES

S = {z € R¢||z|; = 1} es un conjunto cerrado y acotado (compacto) en R?
la funcién p, aplicando el teorema de Weierstrass, tiene un minimo y un méximo
absolutos en S. Es decir, existen constantes m y M y puntos x1,xs € S tales que

m = p(x1) < p(zr) < M =p(xy) paratodozeS.

Como z; # 0, necesariamente se cumple que 0 < m < M. Ahora bien, si z € R? no
nulo, como Hx/HxH H1 =1 se tendrd que

z
m s p(Hl’Hl) <M = m|z|i < p(z) < M|z,

y por lo tanto, las normas p y ||z||1 son equivalentes.

O

En espacios normados de dimensién infinita el resultado anterior deja de ser
cierto. Veamoslo mediante un ejemplo. Para 0 < 6 < 1 se define la funcién fs :
[0,1] — R como

116

—t 462

53 si t € [0,6%],

fs(t) =

0 site (6%,1]. I 0.2 1

Figura 1.1: Grafico de f;
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Las funciones de la familia {fs}o<s<1 tienen el siguiente comportamiento res-
pecto de las normas |+ |1, |- [l2 y | - [ definidas en C[0, 1]:

B Pt 4620 1 1
Hf6‘|1=§§ Ifsl2 = J-O(T) dt:\/;% Hf&“/=g

Por tanto, en espacios normados de dimensién infinita el concepto de convergencia
estd fntimamente ligado con la norma escogida en el espacio. Asi, la convergencia
en norma | - |1 se denomina convergencia en media, la convergencia en norma
|- |2 se denomina convergencia en media cuadratica y la convergencia en norma
| - [loc coincide con la convergencia uniforme, en el dominio de definicién de las
funciones.

La no equivalencia de las normas en espacios de dimensién infinita hace también
que los conjuntos acotados sean diferentes segiin las normas escogidas. En un espacio
normado (X, |- |), un subconjunto A < X es acotado si existe una constante K > 0
tal que |z| < K para todo x € A.

‘ Ejemplo 1.8 ‘ El conjunto A = {f e C[0,1] : Sé |f(®)|dt < 1} estd acotado
por 1 (|f]li < 1) con respecto a la norma | - |1. No estd acotado con respecto a la
norma | f o = maxyefo,17 | f(f)| ya que las funciones f5 € A para d < 2, y sin embargo
| fs]- — o0 cuando § — 0.

1.4. Swucesiones de Cauchy: completitud

El concepto de sucesién de Cauchy en un espacio normado cualquiera (X, | - |)
se define de manera andloga a como se define en R. Asi, decimos que una sucesién
{xn}_1 en un espacio normado (X, |+ ||) es una sucesién de Cauchy si se verifica
que ||z, — Zm| — 0 cuando n, m — co. Un espacio normado (X, | - |) se dice que es
un espacio completo (o de Banach) si toda sucesién de Cauchy es convergente,
es decir, dada una sucesién de Cauchy {z,};_; en (X,| - ||), existe z € X tal que
|zn — x| — 0 cuando n — co.

Los espacios finito dimensionales R? o C? son espacios completos cualquiera
que sea la norma considerada.

Proposicién 1.9 El espacio normado (¢*(N), |- |1) es completo.

Demostracién: Sea {z(™}%_, una sucesién de Cauchy en (¢(N), |- |1) y suponga-

mos que, para cada n € N, se tiene que z(™ = {x,&")}}ﬁ‘:l. Dado e > 0 existird ng € N

(n) (m
k

tal que para todos n, m = ng se verifica que Zk/:l |z — ), )| < e. En particular,



12 Capitulo 1 A modo de introduccién

para cada k fijo la sucesién de nimeros {m,(cn)},’;:l serd de Cauchy y por lo tanto
convergente. Sea xj := lim,_, ;vgcn) y denotemos por z la sucesién x := {z;}/_;.

Veamos que z € ¢*(N) y que la sucesién {z(™}*_, converge a z. Fijamos N € N
y sea m = ng. Se cumple que

N N N
Slarl < D el —anl + Y 2V < e + e
k=1 k=1 k=1

de donde Y, | |zx| < o0 y por tanto z € ¢}(N). Ademds, del hecho de ser, para cada
N e N, la suma 2113721 |x,(€n) — x| < e para todo n > ng, se deduce que |2 —z||; <&
para todo n = ng.

O

También se puede probar que los espacios normados (£2(N), | - |2) (véase el
ejemplo 2.37 del capitulo 2) y (£*(N),|| - |-) son espacios normados completos. Sin
embargo, no todos los espacios normados son completos:

1 rl-l- - I:
Xm
011 L 1 t
2'm 2
Figura 1.2: Sucesién de Cauchy no convergente en (C[0,1],] - [1)
‘ Ejemplo 1.10 Veamos que el espacio normado (C[0, 1], |-|1) no es completo.
Bastard encontrar una sucesién de Cauchy en (C[0, 1], ||+ |1) que no sea convergente.

Para n > 3 definimos la sucesién {x,} de funciones continuas en [0, 1] (véase la
figura 1.2):

: 1_1

0 SlOStSE—E,

ru(t) =<{nt—%+1 si%—%<t<%7
1 si 2 <t<l.
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Para n > m se comprueba inmediatamente que

(

por lo que la sucesién {z,} es de Cauchy en (C[0,1],] - |1
x € C[0,1] tal que ||z, — x|; — 0 cuando n — 0. Como

14 :
fow el = [ heto) de+ |
0 -

2

|zn — 2ml1 =

N =
—

. Supongamos que existe

|z, (t) — z(t)] dt + L |1 —x(t)| dt,

1
n

de la tercera integral se deduce que z(t) =1 en (1/2,1] y de la primera que z(t) =0
en [0,1/2), de donde z ¢ C[0, 1].

De la misma forma que el conjunto Q de los nimeros racionales se completa
(anadiéndole los limites de todas las sucesiones de Cauchy) para obtener el conjunto
R de los niimeros reales, un espacio completo, el espacio (C[0,1], [-]l1) puede ser com-
pletado. Denotaremos dicho completado como el espacio (L]0, 1], [|-]1). Este espacio
se puede describir, intuitivamente, como el espacio de las funciones absolutamente
integrables en el intervalo [0, 1]:

L'0,1] := {f:[071]—>(C : J:|f(t)|dt<oo}.

El concepto de integral que se esta utilizando aqui es el de Lebesgue que es mas
general que el de Riemann. Que | f|1 = Sé | (®)| dt defina, efectivamente, una norma
en L]0, 1] requiere ciertos detalles técnicos que apareceran en el capitulo 2 y que se
formalizaran en el apéndice.

‘ Ejemplo 1.11 ‘ El espacio normado (C[0,1],] - ||2) tampoco es completo. La
misma sucesién del ejemplo anterior (véase la figura 1.2) es de Cauchy en (C[0,1], ||-
|2) ¥ sin embargo no es convergente (véase el ejemplo 2.35). Su espacio completado
es, intuitivamente, el espacio de funciones de cuadrado integrable

L*[0,1] := {f:[o,1]—»<c : L1|f(t)|2 dt<oo}7

con las mismas precisiones que en el ejemplo anterior. De hecho, se verifica que
feL?[0,1] siysdlosi |f|> e L[0,1].

Si consideramos en el espacio C[0, 1] la norma | - |, el espacio normado resul-
tante si que es completo:

Proposicién 1.12 El espacio normado (C[0,1],] - |») es un espacio completo.
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Demostracién: Sea {z,}*_; una sucesién de Cauchy en (C[0,1],] - ||--). Dado
€ > 0 existird ng € N tal que |, — [ = mdxyeo,1] [2n(t) — 2m(t)| < € para todos
m,n = ng. En particular, para cada t € [0, 1], la sucesién {x,,(t)};"_; es una sucesién
de Cauchy de ntimeros reales (o complejos), que convergera hacia un nimero que
denotamos por z(t). Ademés, si m — o se obtiene que

max |z, (t) —z(t)| <e, paratodon =ng,
te[0,1]

lo que implica que xz, . 7 uniformemente en [0,1] por lo que z € C[0,1] ¥
n—o0

|zn =20 — 0.
n—w

O

‘ Ejemplo 1.13 ‘ El espacio P[0, 1] de los polinomios definidos en [0, 1], dotado
de la norma | - |, no es un espacio completo. En efecto, sabemos que

o8]
- t7l .
el = Z —  uniformemente en [0,1],
n!

n=0

y, obviamente, la funcién exponencial e’ ¢ P[0, 1].

1.5. Otras diferencias esenciales

En un espacio normado (X, || - ||), exactamente igual a como se hace en R?, se
pueden introducir los mismos conceptos topoldgicos: conjuntos abiertos, cerrados,
compactos, etc. asi como aplicaciones continuas. Por ejemplo:

= Se define la bola abierta de centro a € X y radio » > 0 como

B(a;r):={zxeX : |z —a]| <r}.

Figura 1.3: B(0;1) en R? para | - ||y,

ey -]

0
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= Se dice que un subconjunto U c X es un conjunto abierto si dado cualquier
punto a € U existe una bola abierta B(a;r) totalmente contenida en U.

= Un subconjunto F' ¢ X es un conjunto cerrado si su complementario X\F
es un conjunto abierto.

Un subconjunto A c X es un conjunto compacto en X si todo recubrimiento
de A formado por conjuntos abiertos admite un subrecubrimiento finito.

= Una aplicacién f : X — C es continua en un punto a € X si se verifica que:
Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si |z — al| < d, entonces |f(z) — f(a)| <e.

Aunque estos conceptos sean iguales para espacios de dimensién finita o infi-
nita, existen diferencias esenciales entre ambos tipos de espacios. Sin dnimo de ser
exhaustivos, veamos algunos ejemplos relevantes:

‘ Ejemplo 1.14 ‘ El teorema de Heine-Borel caracteriza los conjuntos com-
pactos de R%: son los conjuntos cerrados y acotados. Este resultado no es cierto en
dimensién infinita. Consideremos en el espacio normado (¢!(N),]| - |1) el conjunto
A= {z e Y(N) : |lz|l; = 1}. Este conjunto es cerrado y acotado en (¢*(N), |- [1)
(pruébese); ademds contiene a la sucesién {e,},_;, donde e, := {0, i}{_,. Sin
embargo no es compacto ya que el recubrimiento formado por las bolas abiertas
{B(x;1/2)}4e4 no admite un subrecubrimiento finito. Esto es debido a que cada una
de las bolas anteriores contiene a lo mds un vinico elemento de la sucesién {e,};_,
ya que si para k # m se tiene que ey, e,, € B(x;1/2), entonces

1 1
2= flex — em |1 < o —als + o —em [y < 5 +5 =1,
lo que es una contradiccion.
‘ Ejemplo 1.15 En conexién con el ejemplo anterior, tampoco se cumple

el teorema de Bolzano-Weierstrass que dice que de toda sucesién acotada se pue-
de extraer una subsucesién convergente. La sucesién {e,};~_; del ejemplo anterior
estd acotada pero, sin embargo, no puede tener ninguna sucesién convergente ya que
lex —em |1 = 2 para k # m; ninguna subsucesién sera sucesién de Cauchy vy, por lo
tanto, no podra ser convergente. Notese que toda sucesién convergente es de Cauchy.

‘ Ejemplo 1.16 La continuidad de una aplicacién en un punto depende de la
norma utilizada en el espacio. Por ejemplo, definimos la aplicacion:

T: 0N — C
a={a,} 23:1 an
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Notese que esta aplicacion es lineal, es decir, cumple, debido a las propiedades de
las series numéricas, que T'(aa + fb) = aT'(a) + BT (b) para todos o, € C y
a,b € /1(N). Estudiemos la continuidad de 7" en el punto 0 cuando dotamos a ¢! (N)
de la norma | - ||;. Como 7'(0) = 0 la continuidad en 0 significa que:

Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si |all; <0 entonces |[T'(a)| < e.
La continuidad de T en el punto 0 se deduce de la desigualdad

oe]
7@ = | 3 o] < 2, lanl =lalh

n=1

Basta coger 6 = €.

Sin embargo, si dotamos a £*(N) de la norma || - |, la aplicacién T deja de ser
continua en el punto 0. En efecto, considerando las sucesiones

ay = (L] 1

N = N'N N

se tiene que

,0,0,... } (N términos no nulos)

1
lan|e = N 0 mientras que |T(ay)| = ‘ Z::I N‘ =1.

El resultado probado sigue siendo cierto si se sustituye el punto 0 por un punto
cualquiera, ;por qué?

En R? existe un conjunto denso (su clausura es todo R?) y numerable. Por
ejemplo, el conjunto A := {(q1,¢2,...,qa) ER? : ;€ Q, 1<i<d}.

Un espacio normado (X, || - ||) se dice que es un espacio separable si existe
un subconjunto denso y numerable A en X. La densidad de A en X es equivalente
a decir que, para todo x € X y todo r > 0 se verifica que B(z;7) n A # .

‘ Ejemplo 1.17 ‘ El espacio (¢*(N), |- [1) es un espacio separable. Para pro-
barlo, consideremos el siguiente conjunto de £*(N) formado con las sucesiones e,, =

{5m,k}/’::13
A= {cle1+...+cnen : neN y Re ¢, Im ¢ € Q para todo k }

El conjunto A es numerable al serlo Q; veamos que es denso en ¢!(N). Para ello,
dados x = {xx}7_, € 1(N) y r > 0 probemos que B(x;7) n A # . Como x € ¢*(N)
existird N € N tal que >,y ., |zx| < 7/2; por la densidad de Q en R existirdn
nimeros complejos c¢q,...,cn, con partes real e imaginaria racionales, tales que
|z —cx| <7/(2N). Seay :=cie1 + ... + cyeny € A. Como

N s

Ix =yl = D) loe — e+ ) Iwk\<Nf+§ r,
k=1 k=N+1
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se cumple que y € B(x;1).

Ejemplo 1.18 ‘ El espacio (£”(N), ]| [) no es un espacio separable. Supon-

gamos que lo fuera y denotemos por A := {x() x® . . x(™ 3} un subconjunto
denso y numerable de ¢*(N). Consideremos por otra parte el conjunto

B := {x={$k},;l‘:1€€“’(N) cxp,=001, ke N}.

Sabemos que el conjunto B no es numerable. Ademds, como |x — y|l,, = 1 para
X # y en B, la bola abierta B(x(™);1/2) contiene, a lo més, un tnico elemento de B.
Consecuentemente, existird un x € B tal que x ¢ B(x(™);1/2), para todo n € N. Asi,
{(xM x@ . x(™ . }AB(x;1/2) = &, y por lo tanto, el conjunto A no puede ser
denso en ¢*(N).

1.6. Generalizando los espacios euclideos

Sabemos que la norma |x|2 = 1/2% + 23 + ... + 22 en R? proviene del producto
escalar (producto interno) x -y = z1y; + Z2yz + ... + zqyq en el sentido de que
[x]2 = v/x - x. Un producto escalar permite introducir el concepto de ortogonalidad
y de angulo entre vectores, permitiendo generalizar, a estos espacios, denominados
espacios euclideos, muchos resultados de la geometria plana como el teorema de
Pitdgoras, la identidad del paralelogramo o la proyeccion ortogonal. Recuérdese que
en todo paralelogramo se verifica que la suma de los cuadrados de las longitudes sus
lados es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de sus diagonales:

2(2[* + yl*) = = +yl* + = — y)?

En particular, el concepto de base ortonormal {e,es,...,eq}, es decir, una
base cuyos vectores verifican que ey, - €, = 0y, (condicién de ortonormalidad) y
que permite escribir todo vector x € R? mediante la expresién:

x=(x-ej)e; + (x-e)e;...+ (x-en)eq,

cumpliéndose por tanto que

2

[x[3 = (x-e1)? + (x-e2)” + ...+ (x-eq)*.
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Lo mismo ocurre con la norma [x||2 = 4/|21[2 + |z2]2 + ... + [24]> en C?, que pro-
viene del producto escalar x -y = 2141 + Z2y2 + ... + £4yq. Son los denominados
espacios unitarios o hermiticos.

Lo anterior se puede generalizar a espacios infinito dimensionales, reales o com-

plejos. Asi, por ejemplo, la norma |x[2 = 4/>."_| |2,|? definida en ¢2(N) proviene

del producto interno definido por

<X>y>: Z TnUn X,yEEQ(N).

n=1

Andlogamente, la norma | f|2 := 4/ Sz |f(#)|2dt definida en C[a, b] proviene del pro-

ducto interno definido como

b PR
gy = f F(Og@dt,  f.geClab].

El estudio de espacios vectoriales, infinito dimensionales, dotados de un producto
interno, esto es, de los denominados espacios prehilbertianos es el tema de estudio
en los restantes capitulos de este libro. Como todo producto interno induce, me-
diante la expresion ||z|| = 4/{z, x) una norma, los espacios prehilbertianos son casos
particulares de espacios normados. Asi, podemos hablar de espacios prehilbertianos
completos que son los denominados espacios de Hilbert. Como veremos en el capitulo
2, la identidad del paralelogramo caracteriza a todas las normas que provienen de
un producto interno.

Una cuestién importante es la relativa a la generalizacién del concepto de base
ortonormal. Como apuntamos anteriormente, las bases de Hamel sélo tienen una
importancia tedrica: en la mayoria de los casos sélo se sabe de su existencia. Sin
embargo, en un espacio de Hilbert separable H tiene sentido el preguntarse sobre la

existencia de bases ortonormales numerables {e, }._;, es decir, que cumplan

el
{en,€m)="0nm, y T= 2 {x,e,ye,, paratodoxeH.

n=1

El concepto de base ortonormal generaliza el concepto de base ortonormal en un
espacio euclideo; ahora bien, como cada vector z € H se expresa como una serie,
aparece relacionado el concepto de convergencia en H. Como veremos en el capitu-
lo 4 todo espacio de Hilbert separable admite una base ortonormal numerable. El
concepto de base ortonormal tiene su antecedente historico en las series de Fourier
clasicas que permiten descomponer toda funcién 27 periddica f, perteneciente al
espacio L?[—m, 7], como suma de todos sus arménicos

58}
° . 1 (" .
f= Z cpe™ donde ¢, = o fe™™dt, neZ,

n=—uw
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cumpliéndose que |f|3 = 27 Y,"__ |ca|?. Un estudio introductorio a las series de

Fourier clasicas serd el objetivo del capitulo 5.

1.7. Lo que viene a continuacion

En este capitulo introductorio se han puesto de manifiesto algunas diferencias
entre los espacios normados de dimensién finita o infinita. Asi se impone la necesidad
de un estudio méas profundo de estas cuestiones que, como dijimos al comenzar
el capitulo, corresponde a una disciplina de las matematicas denominada Anadlisis
Funcional. En lo que sigue a continuacion, nos vamos a limitar al estudio de un caso
particular, aunque muy importante, de espacios normados y a sus ejemplos mas
importantes.

= El capitulo 2 estd dedicado al estudio de las propiedades geométricas y to-
poldgicas de los espacios normados cuya norma procede de un producto interno:
son los espacios prehilbertianos. Estos espacios generalizan, en dimension infi-
nita, a los espacios euclideos. Un espacio prehilbertiano que sea completo para
la norma inducida recibe el nombre de espacio de Hilbert.

= En los espacios prehilbertianos se generaliza, en muchos casos, el concepto de
proyeccién ortogonal. De esta manera podremos obtener aproximaciones, en
media cuadratica, mediante elementos mas faciles de manejar. Este serd el
objetivo del capitulo 3.

= Como se anunciaba en la seccién anterior, en los espacios de Hilbert se genera-
liza el concepto de base ortonormal. De hecho, se probara que todo espacio de
Hilbert separable tiene una base ortonormal numerable. Desde el punto de vis-
ta de las aplicaciones, lo interesante sera disponer de estas bases ortonormales
de manera explicita. Al estudio de las bases ortonormales estard dedicado el
capitulo 4.

= Un ejemplo muy importante de desarrollo en bases ortonormales lo constituyen
los desarrollos en series de Fourier clasicas: como bases ortonormales se tomas
exponenciales complejas, o de manera equivalente, senos y cosenos. Un estudio
sobre las propiedades mas importantes de estas series se lleva a cabo en el
capitulo 5.

= El capitulo 6 esta dedicado al estudio de las aplicaciones lineales continuas entre
espacios de Hilbert. Estos operadores serian la generalizacién de los operadores
dados por matrices entre espacios euclideos o unitarios. Como se ha visto en
este capitulo introductorio, no toda aplicacién lineal entre espacios de Hilbert
es continua. El estudio de los operadores lineales continuos entre espacios de
Hilbert abre un panorama completamente diferente del caso finito dimensonal.
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En particular, en lo que respecta al cdlculo del espectro de un operador que
da origen a la denominada Teoria Espectral, que no se tratard en este libro.
Aqui nos limitaremos solo al estudio de los anélogos de las matrices traspuestas,
unitarias, de proyeccion, etc. que aparecen en caso finito dimensional.

El capitulo 7 estd dedicado a un estudio introductorio de ciertos operadores
que constituyen una herramienta basica para muchos campos de la matematica,
fisica o ciencia en general. Nos referimos a la transformada de Fourier y a los
operadores de convolucién.

Para finalizar, el capitulo 8 estd dedicado a un estudio introductorio de un
tipo particular de espacios de Hilbert de funciones: los espacios de Hilbert con
nicleo reproductor. Como ejemplo ilustrativo se estudian, en particular, los
espacios de Paley-Wiener en los que se cumple el famoso teorema de muestreo
de Shannon.

A lo largo del libro aparecen ciertos detalles técnicos, relacionados con la inte-

gracién de Lebesgue, que se salvan de una manera formal. Aunque su conocimiento
no es imprescindible para poder seguir la mayoria de los contenidos de este libro,
se ha decidido incluir un apéndice en el que se introducen, de manera somera, los
fundamentos y resultados més importantes de la integral de Lebesgue. También se
comparan con los de la integral de Riemman.



Capitulo 8

Espacios de Hilbert con
nuicleo reproductor

En este capitulo estudiaremos ciertos espacios de Hilbert de funciones para los
que los funcionales evaluacién son continuos. En estos espacios, denominados espa-
cios de Hilbert con ntcleo reproductor (RKHS por sus siglas inglesas: reproducing
kernel Hilbert spaces), las propiedades analiticas y geométricas estdn, como veremos,
muy interrelacionadas. A lo largo de este capitulo denotaremos por ‘H un espacio de
Hilbert de funciones f : @ — C (£ serd generalmente un subconjunto de R o C)
dotado de un producto interno {-, -). Para cada t € Q, la aplicacién

E,:H—C

denotaré el funcional evaluacion en t,

8.1. Espacios de Hilbert con nicleo reproductor

Definicién 8.1 Diremos que un espacio de Hilbert ‘H de funciones defi-
nidas en un conjunto €2 es un espacio de Hilbert con nticleo reproductor
si todos los funcionales evaluacién son acotados en 4. En otras palabras, para
cada t € ) existe una constante positiva M; tal que |f(¢)| < M, | f|, para toda
funcién f e H.

169
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Para cada t € €2, por el teorema de representaciéon de Riesz 6.16 existe un unico
elemento k; € H tal que f(t) = {f, k) para todo f € H. Lo anterior nos lleva a la
definicién de nicleo reproductor en H:

Definicién 8.2 La funcion k : Q x Q — C definida mediante
k(t, s) := ks, key = ks(t),  (t,8) € Q2 x Q,

se denomina nicleo reproductor de .

De la definicién del nicleo reproductor k se deduce que:
» Para cada s € Q fijo, la funcién k(-, s) = k() pertenece a H.
= Se verifica la propiedad reproductora de H:

f(s) ={f,k(-,s)),paratodo feHy s€N. (8.1)

Proposicion 8.3 Sea H un espacio de Hilbert de funciones definidas en Q tal que

eziste una funcion k cumpliendo las dos propiedades anteriores. Entonces, H es un
RKHS.

Demostracién: FEn efecto, basta aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la
propiedad reproductora (8.1) para probar que cada funcional evaluacién E; es aco-
tado.

O

Proposicién 8.4 El nicleo reproductor k de un espacio RKHS es inico.

Demostracién: Supongamos que k'(t,s) = k.L(t) fuese otro nicleo reproductor.
Para t, s € ) se tendria que

ko(t) = (kg key = Koy ko) = Fa(s) = (ks by = kis(t)

de donde se deduce que k = k.
O

Si conocemos una base ortonormal {e,(t)}~_; en H es facil encontrar una
expresion para k:
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Proposicién 8.5 Sea {e,(t)}:~_; una base ortonormal de H. Para cada t,s € ) se

tiene la siguiente expresion del nicleo reproductor

o0

k(t,s) = Y en(t) en(s).

n=1

Demostracién: Desarrollando k; y ks en la base ortonormal {e,(t)};"_; de H se
obtiene que k; = Z::Kkta enyeny ks = Z;f;l<ks, €nyen, de donde

o0

k(t,s) = Cha, k) = ) (ks en) i, eny = Z en(s)en(t) .

n=1

O

El siguiente resultado es una propiedad importante de los espacios de Hilbert
con nucleo reproductor que nos relaciona la convergencia en norma con la conver-
gencia puntual en :

Proposicién 8.6 En un espacio de Hilbert con nicleo reproductor H
la convergencia en norma implica convergencia puntual en €2, que es uniforme
en subconjuntos de Q en donde la funcién ¢ — k(t,t) esté acotada.

Demostracion: Sea {f,} una sucesién en H tal que f, — f cuando n — oo.
Aplicando la propiedad reproductora (8.1) a la funcién f,, — f € H obtenemos que
fu(t) = f(t) = {fn — f,k(-,t)). Finalmente, la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos
permite escribir

[fn(®) = FOI < | fo = FIEC DI = VEE D) [fn = fI = 0, cuando n — 0.

Ademsds, la convergencia puntual serd uniforme en subconjuntos de 2 en donde
k(t,t) esté acotado.
O

Supongamos que nuestro espacio de Hilbert con nicleo reproductor H es un
subespacio (cerrado) de un espacio de Hilbert H (no necesariamente con nicleo
reproductor). En este caso, se cumple el siguiente resultado:

Proposicién 8.7 Si el espacio de Hilbert con niicleo reproductor H es un subespacio
cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces

{f k(- 8)y = Puf(s) para toda funcidn f € H,

donde Py denota la proyeccion ortogonal sobre H.
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Demostracién: Dada f € H escribimos f=fitfocon freHy foeHt, de
donde

<fa k‘(78)> = <f1 + f27k('a 5)> = <f17 k(a 5)> + <f27k('a 8)> = fl(s) = PHf(S)7

vaque fo Lk(-,8)y f1eH. .

Supongamos que existe una sucesién {t,};_; en Q tal que {k(-,%,)};r_; es una
base ortogonal de H. Existe una férmula en H que nos permite recuperar cada

funcién f € H a partir de la sucesién de sus muestras {f(t,)}r_q:

Proposicién 8.8 (Férmula de muestreo en un RKHS)
Supongamos que la sucesion {k(-,t,)},~_; es base ortogonal de H para cierta
sucesion {t,}r_; < €. Entonces, para cada f € H se verifica la férmula de
muestreo

f(t) = Z f(tn) % teQ. (8.2)

La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en subconjuntos de €2 en
donde la fucnién ¢ — k(t,t) esté acotada.

Demostracién: En primer lugar, normalizamos la sucesién {k(-,t,)}7_; dividiendo
cada elemento por su norma |k(-,t,)|| = v/k(tn,tn). Dada f € H, la desarrollamos
o0

en la base ortonormal {/{:(7 tn)/\/ k(tn, tn)} obteniendo

n=1

£ = SR ta) N Rty ko) ) = 3 £(82) ik’“(g;:t;)) en H.

n=1

El resultado sobre la convergencia uniforme se obtiene de la proposicion 8.6. La
convergencia absoluta se deduce del hecho de que la convergencia de la serie (8.2)
es incondicional: una base ortonormal lo es independientemente del orden de sus
elementos (véase la nota posterior a la definicién 4.12).

O

8.2. Algunos ejemplos de RKHS

En esta seccién estudiaremos tres ejemplos importantes de RKHS, ilustrando
las propiedades obtenidas en la seccién anterior.
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‘ Ejemplo 8.9 El espacio 62(N) con su producto interno estandar
Toda sucesién a € ¢?(N) puede considerarse una funcién definida en Q := N. Tri-
vialmente, los funcionales evaluacién son acotados ya que se cumple que, para cada
m € N, |a,| < ||a]2. Por lo tanto, el espacio de sucesiones ¢?(N) con su producto
interno estandar es un RKHS. Sabemos que {e,},_;, con e, = {0, r}{_1, €S una
base ortonormal de £?(N); su niicleo reproductor sera

k(m,n) =<{en,em) = 0mn (delta de Kronecker).

Este ejemplo pone de manifiesto que los operadores unitarios (isometrias lineales
biyectivas) no conservan la estructura de espacio de Hilbert con niicleo reproductor.
Nétese que el espacio de Hilbert L2[0,1] no es un espacio de Hilbert con nticleo
reproductor; ni tan siquiera tiene sentido hablar de los funcionales evaluacion en él.

Ejemplo 8.10 ‘ El espacio de Hardy en el disco unidad
Sea D := {z € C : |z| < 1} el disco unidad en el plano complejo; el espacio de
Hardy en el disco D se define como las funciones analiticas en D cuyos coeficientes
de Taylor alrededor de z = 0 son de cuadrado sumable en Ny := N U {0}; es decir,

€L

H?*(D) := {f :D—-C: f(z) = Z cnz™ con {cplo_g € EQ(NO)}.

n=0

El espacio H?(D) es un espacio de Hilbert dotado del producto interno:

{f,9):= Z anb, donde f(z) = Z anz™ y g(z) = Z bpz™.
n=0 n=0

= n=0

Asi, el operador

U : (*(Nyg) — H*(D)
fea} r— Ufen)) = 3 enz™,
n=0

es un operador unitario. Como U(e,) = 2", n € Ny, se obtiene que la sucesién de
monomios {z" : |z| < 1}%_, es una base ortonormal del espacio H?(D).

Ademds, el espacio H?(D) es un espacio de Hilbert con niicleo reproductor ya
que, para cada 3 € D, el funcional evaluacién en 3 se escribe, para cada f € H?(D),
como f(B) = {f,kpg ) donde kg(z) = Z;f':oﬁnz". Su nicleo reproductor, por la
proposicién 8.5, es

(nicleo de Szegd) .

o0
B(z,w) = (o by = 3 02" = ——
= 1—zw
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Ejemplo 8.11 ‘ Los polinomios trigonométricos de grado < N
El espacio de los polinomios trigonométricos de periodo 27 y grado < N se define
como

N

Hn :={ Z crettt - {ck}eCQNH}.

k=—N

El espacio H v es un subespacio de dimensién 2N +1 del espacio de Hilbert L2[—n, 7],

del cual hereda su producto interno. Las funciones {eikt / \/ﬂ} J,:;f N forman una base
ortonormal de H . Como en los espacios de dimensién finita todos los operadores
lineales son acotados, el espacio Hy es un RKHS. Utilizando la proposicién 8.5, su
nicleo reproductor vendra dado por

eikt —iks 1 N

N
e .
kn(t,s) = = — e*(t=%) = Dy (t—s ,
(t,5) k;N = " o k;N (t—s)

donde Dy denota el nicleo de Dirichlet N-ésimo (véase la proposicién 5.7).
Para cada f € L?[—m,n], utilizando la proposicién 8.7 se obtiene que

<f7kN('7s)>:SN(S)7

donde Sy denota la suma parcial N-ésima de la serie de Fourier de f respecto de la
base ortonormal {eikt/\/ﬁ}z‘:iw de L*[—m, n].

Veamos ahora cémo se obtiene, utilizando la proposiciéon 8.8, una férmula in-
terpolatoria para los polinomios trigonométricos ya conocida por Cauchy en 1841.
En este caso, necesitamos una sucesiéon de puntos {tn}ﬁy:,N en [—m, | tal que

<kN('7 tn)v kN('? tm)> = kN(tmy tn)5n,m .

Observando la expresién de ky(t, s) que nos da la proposicién 5.8, bastaria escoger
los puntos t, = 5345, —N < n < N, para los que ky(tm,tn) = 5= (2N + 1)6pm 5.
Finalmente, la férmula de muestreo (8.2), permite escribir cada polinomio trigo-

nométrico p € Hy como

0= gy 30 () L O
- 1 2mn ) -'H .
2N+17L:7N 2N +1 seni(t—m\,ﬂ)

8.3. Espacios de Paley-Wiener
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Un ejemplo de espacio RKHS de especial relevancia esta constituido por las fun-
ciones de L?(R) bandalimitadas a un cierto intervalo centrado en el origen [—7o, wa].
Decimos que una funcién f € L?(R) es bandalimitada (o de banda limitada) al
intervalo [—mo, mo] si su transformada de Fourier f se anula fuera de dicho intervalo
(en lo que sigue, notaremos la transformada de Fourier de f € L?(R) como f o Ff
indistintamente). Estas funciones, bdsicas en teorfa de la senal, modelizan senales de
energia finita que no contienen frecuencias més alld de la frecuencia wo. A lo largo
de la secciéon supondremos que o = 1.

En la literatura matemadtica, el espacio de funciones bandalimitada al intervalo
[, 7], reciben el nombre de espacio de Paley-Wiener PW,.. Es decir

PW, = {feLQ(]R) . f=0 fuera de [—7T,7T]}.

El espacio PW, es un subespacio cerrado de L?(R) ya que PW, = F~} (LQ[fw7 7r])7
en donde se ha identificado el espacio L?[—, 7] con el subespacio cerrado de L?(R)
que resulta de extender a todo R, por 0, las funciones de L2[—m, 7], y la transformada
de Fourier inversa F~! es un operador unitario en L%(R).

Dada f € PW,, utilizando la transformada de Fourier inversa 7! se obtiene
la representacion:

1 T —iwt

- e an =G,

de donde, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la igualdad de Parseval
£l =1 f], se obtiene, para cada t € R, que

ft) teR, (8.3)

e—iwt

=

Por tanto, el espacio PW es un espacio de Hilbert con nicleo reproductor. Su nicleo
senm(t — s)

w(t —s)

LF@) < 11 \fl, fePW,.

reproductor es k. (t,s) = va que por el teorema de Plancherel-Parseval

7.34 se tiene que

G g senm( =)
f(S)—<f,\/%>L [*771”]_<f’ (- —s)

donde hemos utilizado que

F (St () ) = 22

), seR,

—inw

€
V2
operador unitario, deducimos que:

0
Como la sucesién { } es una base ortonormal de L?[—m, 7] y F~! un
n=—x
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t _ s
M} , de los trasladados en los enteros
m(t—n) Jn=-u

de la funcion seno cardinal, es una base ortonormal del espacio de Paley-Wiener
PW;,.

Corolario 8.12 La sucesion {

Teniendo en cuenta que k,(t,t) = 1 para todo t € R, la proposicién 8.8 nos propor-
ciona, en este caso, el famoso teorema de muestreo de Shannon:

Teorema 8.13 (Teorema de muestreo de Shannon)

Toda funcién f € PW,, i.e., bandalimitada al intervalo [—m, 7], puede recupe-
rarse a partir de la sucesién de sus muestras { f (n)}::_% mediante la férmula
de muestreo

Z f Sen’;f;)”), teR. (8.4)

La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R.

Otra demostracién de teorema anterior, es la siguiente: dada una funcién f €
PW.,., desarrollamos su transformada de Fourier f € L?[—n, 7] con respecto a la

base ortonormal {e*““"/\/%r } de L?[—m, «r] obteniendo:
n=—w
. L ~ efinw efinw o efinw
= , —— )—— = n)—— en L}[—m,7].
I= 29 T Frord

n=—oo

Aplicando la transformada de Fourier inversa F~! y teniendo en cuenta que PW;,
es un RKHS, de la proposiciéon 8.6 se obtiene de nuevo la férmula de muestreo de
Shannon.

La férmula de muestreo de Shannon es un desarrollo ortonormal en el espa-

senm(t —mn))« . .

7} . La identidad de Parseval
m(t—n) Jn=—w

correspondiente al desarrollo (8.4) nos dice que

cio PW, con respecto a la base {

o0

IfI7= > [fm)*, fePW,,

n=—o

es decir, toda la energfa Ey := ||f||? de la sefial bandalimitada f € PW, esté conte-

nida en la sucesién de sus muestras { f (n)};:_[

La aplicacion de la proposicién 8.5 en este caso proporciona la siguiente igual-
dad para el nicleo reproductor de PW
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Corolario 8.14 Se tiene que

senm(t—s) Z/: sen7(t —n) senm(s —n)

=5 T—n) als—ny @ DR

n=—0o

Como PW,, es un RKHS contenido en L?(R), la proposicién 8.7 aporta una expresién
para la proyeccién ortogonal de L?(R) sobre PW,:

Corolario 8.15 Si f € L?(R) se tiene que

senm(- — s)

Ppw._ f(s) ={f, o »=(f#senc)(s), seR.

Finalizamos el capitulo con algunos comentarios y generalizaciones sobre el
teorema de muestreo de Shannon:

= Lo importante del teorema de muestreo anterior es que las muestras estan
equiespaciadas, con un periodo de muestreo Ts = 1, y no que éstas se tomen
precisamente en los enteros. De hecho, toda funcién f € PW; se puede recu-
perar a partir de la sucesién de sus muestras { fln+ a)}::_,/’, donde a € R es
un nimero fijo, mediante la férmula de muestreo

o0
: . b
[ =3 fnta)2ron=a) g
2= m(t—n—a)
) ©0
Basta observar que la sucesién {e*’(””)“’ /N2 } también es base orto-
n=—uw

normal de L%[—m, 7]; mediante el operador unitario F~! se transforma en la

— — o0
senm(t—n a)} de PW,.

base ortonormal {
w(t—n—a)

n=—x0

= La férmula de muestreo de Shannon es una férmula interpolatoria tipo-Lagrange,
ya que generaliza, al caso infinito, la conocida férmula de interpolacién po-
linémica de Lagrange. En efecto, desarrollando sen (¢ — n) se tiene que

m(t—n)

ft) = Z f(n)w: Z f(n)w

siendo P(t) =
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» A partir del resultado del teorema 8.13 es facil deducir la férmula de muestreo

correspondiente a funciones de L?(R) bandalimitadas a un intervalo [—7a, ma],
es decir, del espacio de Paley-Wiener PWr,. Sea f € PW;,, definimos la
funcién g(t) := f(t/o). Como g(w) = o f(ow), la funcién g € PW,, de donde

gt) = f(t/o) = Z £( /0m7 teR.

w2 m(t —n)

El cambio de variable t/o = s proporciona la férmula de muestreo vélida para
fePWg,:
sent(os —n
N L

n=—uw 98— TL)

Nétese que en el espacio PW, el periodo de muestreo es Ts = 1/0.

El hecho de tomar el intervalo de frecuencias [—m, 7] simétrico respecto al
origen se debe a que es lo que les ocurre a las seniales bandalimitada que toman
valores reales. En efecto, si f es una funcién que toma valores reales, se cumple

que f(w) = f(—w), de donde resulta que |]?(w)|2 = f(w)f(w) = f(w)f(—w)

es una funcién par.

A partir del teorema 8.13 es facil deducir la férmula de muestreo valida para
funciones de L2(R) bandalimitada a un intervalo [wg — 7, wo + 7]. En efecto,
si f es una funcién de este tipo, la funcién g(t) := e~ f(¢) es bandalimitada
al intervalo [—m, 7] ya que g(w) = f(w + wyp), de donde

sen senm(t —n)

teR
(t—n) b )

g(t) _ C*“Uoff Z C*Wfo"f
resultando, finalmente, la férmula de muestreo

Z f zwo(tfn) Senﬂ-(t — n) . te R.
S m(t—n)

Toda funcion f € PW, puede extenderse al plano complejo mediante la expre-
sién: .
z — 0w, zeC.
1) = = [ Fne
Procediendo como en el ejemplo 7.36, se prueba que f es una funcién entera,
es decir, holomorfa en todo C. Ademas, utilizando la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, para z = z + iy € C se tiene que

(N _ eﬂ"y‘ LN
\ﬁ |f(w)]e™* dw < |f(w)] dw < e £].

[f(x +iy)| < E -
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Existe un resultado, debido a Paley y Wiener, que nos dice que estas propie-
dades junto con el hecho de pertenecer f a L?(R) caracterizan totalmente al
espacio PW. Es decir,

PW, = {f e HO) : [f(2)| < A, flee P®)}.

La metodologia empleada se puede seguir para obtener férmulas de muestreo
vélidas para funciones definidas mediante una expresion del tipo (8.3); lo importante
es escoger una base ortonormal apropiada que nos dé la sucesién de muestras de la
funcién. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 8.16 ‘ Consideremos el conjunto de funciones f : R — C definidas
mediante la expresién:

f(t) = L F(z)sentz dx = (F, sent:v>L2[0,7r] , teR,

donde F recorre el espacio de Hilbert L?[0, 7]. Teniendo en cuenta que la sucesién
0
{\/E sen nx} es base ortonormal de L2[0, 7] (véase el ejemplo 4.20), para cada

n=1

t € R fijo, desarrollamos la funcién sen tx € L2[0, 7] respecto a esta base obteniendo

; ix ; ) i 2(=1)"nsenmt
sentr = — sentr,sennz)sennr = —— 55— senn
T — w(t2 —n?)
n=1 n=1
en L2[0, 7]. Introduciendo este desarrollo en la expresién de f y usando la continui-
dad del producto interno se obtiene

o0
t) = (F,sentz) = <F, 2 Z {sentzx,sennx)sen TLCE>
7-[- —

ZI: nscn)7rt<F sennxy = Z f(n 7(2 nsnc2n)7rt , teR.

n=1
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Ejercicios propuestos

1. Sean f, g dos funciones en PW,.. Demuestre que

e di= Y fm)gln).

—o0 n=—oo

2. Demuestre que toda funcién f € PW, es indefinidamente derivable y que todas
sus derivadas estdn en PW,. En particular, pruebe que | f/| < 7| f|| para toda
fePW,.

3. El objetivo de este problema es obtener una férmula de muestreo valida para
las funciones f : R — C de la forma:

£(#) =j Fz)e—i+7 =0 o fe R,

donde F € L?[—m, «] (funciones bandalimitada en el sentido de la transfor-
mada de Fourier fraccionaria).

a) Parat € R fijo, desarrolle la funcién eit*+a%—at) o L?[—7, 7] respecto de
la base ortonormal dada por

{ e—inz ei12 }
V 27 nez
b) ;Qué teorema de muestreo se deduce del apartado anterior?

4. Se considera el espacio de Hilbert producto H = L?[0, 7] x L?[0, 7] dotado del
producto interno

{(F1, F), (G1,Go)py = (F1, G1)r2p0,0) + {F2, G2)12[0,] -

a) Para t € R fijo, desarrolle la funcién (cos tz,sen tx) € H respecto de la

base ort 1 L )}
ase ortonormal { —(cos nx,sen nz
NZS
b) Escriba el teorema de muestreo que se obtiene para funciones f : R — C
de la forma:

nEZ.

flit)= J:{Fl(x) costx + Fy(x)sentxtdr, teR,

donde Fy y Fy pertenecen a L2[0,7].
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5. El objetivo de este problema es obtener un teorema de muestreo para funciones
f R —> C de la forma:

f(t)=J07TF(m)costxd:v7 teR,

donde la funcién F € L2[0, 7r]. Para ello:

a) Para cada t € R fijo, desarrolle la funcién cos tz € L2[0, 7] con respecto a

2 *
la base ortonormal {ﬁ} v {\/jcos mc} ) de L2[0,7].
™ n=

b) Teniendo en cuenta el desarrollo anterior, obtenga el teorema de muestreo
buscado.

6. Demuestre que, para cada f € PW,, la formula de muestreo de Shannon se
puede escribir como

f(t)zm{m+2(_1)n<m+ﬂ—7w>}, em

s t t—n t+n
n=1

Escriba la férmula anterior para los casos en que la funcién f sea una funcién
par o impar en PW,.

7. Demuestre que la proyeccién ortogonal de L?(R) sobre PW,; se puede calcular
también como

PPWﬂ-f = ]:71 (X[*Tl’,ﬂ'](w)‘r(w)) :

8. Pruebe que una funcién f € PW, siy sélo si admite la representacién integral

fit) = LﬂF(x){costx+sen t:c}dx, teR,

donde F es una funcién en L2[0,7]. Es decir, la funcién f es bandalimitada
al intervalo [—m, 7] en el sentido de la transformada de Fourier si y sélo si es
bandalimitada al intervalo [0, 7] en el sentido de la transformada de Hartley
cuyo nucleo integral estd dado por la funcién castx := costz + sen tx (cosine
and sine).

Ayuda: utilice la férmula de Euler, %

= cosf + isenf.
9. Dada una funcién f € PW,, su transformada de Hilbert f viene dada por la
expresion:

~ 1Sgnw

f@) = \/% J; (—isgn w)f(w)e““’dw ={f, NG eﬂ'“”>L2[_7r77T]7 teR.
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isgnw

a) Para cada ¢ € R fijo, desarrolle la funcién 5 e " en la base orto-
™

efinw
normal {7} de L?[—m,7].

A2 ) neZ [ ]
Nota: Utiliza el hecho de que:

isgnt w W
F —aa(®)[(w) = senc — sen — .

b) Aplicando la identidad de Parseval pruebe que:

para todo teR.

- Zf: [seng(t—n)]4

A G

o
- 1
¢) Obtenga la suma la serie numérica: —_—.
) Ovtene 2, =y
d) Teniendo en cuenta el desarrollo del primer apartado, deduzca la siguiente

férmula de muestreo para f:

m(t—n)
2 )

ft) = Z f(n)senc (tgn) sen teR.

n=—u0

e) Compare el resultado con el del problema 17 del capitulo 7.

10. Dada la funcién seno cardinal, g(t) = senwt/nt, se trata de probar que la
sucesién doble {e2™™!g(t — n)}n mez, €5 una base ortonormal de L?(R). Para
ello se sugiere seguir los siguientes pasos:

a) Demuestre que la transformada de Fourier de la funcién e?™i™tg(t — n)
es:

1 —inw

€ rm—m,2rm+n]\W) -
\/ﬂ X[2 2 + ]( )

b) Demuestre que es un sistema ortonormal utilizando la identidad de Par-
seval en L2(R).

¢) Escriba cada f € L?(R) como la suma ortogonal (convergente en L?(R))

f= i fm en L*(R),

m=—00

donde cada f'm cumple que: f?n = fX[Zﬂm—Tr,Zﬂ'm+7r)'
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d) Pruebe que la funcién e 27! f,(¢) es bandalimitada a [—n, 7]. Aplican-
do el teorema de muestreo de Shannon a esta funcién, obtenga que

f(t) — Z 2 e—27‘rimnfm(n) eQTrimt Senﬂ-(t — TL) .

w(t —n)

e) Deduzca finalmente el resultado buscado.

11. Sea H un espacio de Hilbert separable y sea K : R — H una aplicacién
valorada en H. Supongamos que existe una sucesién {t,},_; en R tal que la
correspondiente sucesién {K (¢,)}~_; forma una base ortogonal para H.

a) Se define el conjunto de funciones
Hi ={fa :R>C: fu(t) ={&, K(t))n con z €M}

Demuestre que la aplicacién T : H — Hy definida como T'(z) = f; es
lineal y biyectiva.

b) El espacio Hg dotado del producto interno {fz, fy)a, = {z,y)n es un
espacio de Hilbert con ntcleo reproductor. Calcule su nticleo reproductor.

¢) Parat € R fijo, desarrolle el elemento K (t) € H respecto de la base ortogo-
nal anterior. Escriba el teorema de muestreo que satisfacen las funciones

fEHK.

12. El objetivo de este problema es obtener una férmula de muestreo para toda
funcién real f € L?(R) cuya transformada de Fourier f se anula fuera del
conjunto [—wo — 7, —wo] U [wo, wo + 7] (funciones pasobanda), utilizan-

do las sucesiones de muestras {f(2n)},ez de la propia f y {f(2n)},ez de su
transformada de Hilbert f. Para ello se sugiere seguir los siguientes pasos:

a) La sefial analitica f, asociada a f (véase el capitulo 7) serd bandalimitada
al intervalo [wg, wo + 7]. Obtenga la férmula de muestreo que verifica f,.

b) Como f = Re f,, deduzca la férmula de muestreo que se obtiene para f.

En particular, deduzca una férmula de muestreo para f € PW, real, que

involucre las sucesiones de muestras {f(2n)}nez v {f(2n)}nez-
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