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Cualquier funcién f del espacio de Paley-Wiener:
PW, := {f € L2(R)NC(R), supp f C [-m,7]}
(bandalimitada a [—7, 7]) puede desarrollarse como

sinm(t — n)
7(t — n)

fy=Y_ f(n)

n=—0o0

La serie converge absoluta y uniformemente en R.
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El Teorema de muestreo de Shannon

Cualquier funcién f del espacio de Paley-Wiener:
PW, := {f € LA(R) NC(R), supp f C [-m,m]}

(bandalimitada a [—7, 7]) puede desarrollarse como

=Y f(n)Si;th(t__n)” )

n=—0o0

La serie converge absoluta y uniformemente en R.

o PW, = F1(L?[—m,7]) es un espacio de Hilbert contenido
en L2(R).
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Cualquier funcién f del espacio de Paley-Wiener:
PW, .= {f € L2(R) NC(R), supp f C [-m,7]}
(bandalimitada a [—7, 7]) puede desarrollarse como

S|n7r n)
Z f(n Tr(t—n)

n=—0o0

La serie converge absoluta y uniformemente en R.

o Para f € PW, se verifica
e—itw

>L2—7r7r
\/27T/_7r \ 21 =]

f(t)

f(w)e™tdw = (f,
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o Desarrollamos f en la base ortonormal {e="™ //27} hez de
L2[—7, 7):

—inw fmw fmw
e

?:::j£:<? V[‘*>L[ L~ V/‘* zz:f

neZ neZ
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e Aplicando la transformada de Fourier inversa F~1:

—InW

Zf Zf S|n7rtt_—n)n)

neZ neZ

= Z f(n)sinc(t — n)
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1 i efitw

= — [ f(w)e"dw = (f, -
m . (W)e w < \/%>L2[ 7]

f(t)

o |F(t)] < Iflli2{_nn = lIfllpw, . luego convergencia en L2(R)
implica convergencia puntual
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o |f(t)] < H?HLz[,mﬂ] = ||f|lpw..., luego convergencia en L?(R)
implica convergencia puntual

@ Convergencia incondicional de una serie de Fourier implica
convergencia absoluta
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Una prueba elegante. Convergencia

o |f(t)] < H?HLz[,mﬂ] = ||f|lpw..., luego convergencia en L?(R)
implica convergencia puntual

@ Convergencia incondicional de una serie de Fourier implica
convergencia absoluta

@ Convergencia uniforme en R
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e Convergencia uniforme en R.

Las evaluaciones puntuales E;(f) := f(t) son funcionales lineales
continuos en PW,,

4
PW,: es un espacio de Hilbert con niicleo reproductor (RKHS)
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Una prueba elegante. Convergencia

@ Convergencia uniforme en R.

Las evaluaciones puntuales E;(f) := f(t) son funcionales lineales
continuos en PW,;

4
PW,: es un espacio de Hilbert con niicleo reproductor (RKHS)
Paracadase Ry f € PW,
f(s) = (f,sinc(- — s)) pwr

kz(t,s) :=sinc(t — s) es el niicleo reproductor de PW,.
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fePW, —2— fel?-rn]

(1) )

f
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Undersampling y Oversampling

Dado un periodo de muestreo Ts > 0 consideramos las muestras
{f(nTs)}nez de f € PW,. Consideramos la versién %—periodizada

~

de f
~ ~ 2
fo(w) == Z fw+ %n)

n=—0o0
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g f - —n)
La desarrollamos con respecto la base ortonormal

{fTemmTwy . de 12[0,2n/T,]

Férmula sumatoria de Poisson

) = i Flot Zn) =T, i FmTa)
= —n = Is s)— F7—
? n=—o0 Ts m=—o00 \/g
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oo
g f w + —n)
n=—0o0
Férmula sumatoria de Poisson

—imTsw
>N

Z fw—l——n =T, Z F(mTs) S — Nors

v

Consecuencia

Muestrear una senal con periodo T equivale a periodizar su
espectro con periodo 27/ T
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Primer caso: 0 < T, <1

Oversampling

@)

- T @
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Primer caso: 0 < T, <1

Oversampling

(f@t)), 4 @)

- T @

@ Ventaja del Oversampling
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Segundo caso: T5 > 1

Undersampling

Ify (@)l

{fny)), |

@ Frecuencia Nyquist
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Segundo caso: T5 > 1

Undersampling

Ify (@)l

{fny)), |

@ Fendémeno de aliasing
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o Nota Histdrica
o Teorema WSK (Whittaker-Shannon-Kotel'nikov)
o E. T. Whittaker (1915) y J. M. Whittaker (1935): Estudio de
series cardinales
e C. E. Shannon (1949): Communication in the presence of noise
o V. Kotel'nikov (1933): On the carrying capacity of the “ether”
and wire in telecommunications
@ Soporte de f simétrico: Para f real y bandalimitada

=

[F(w)? = F(w)f(w) = F(w)F(—w)
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o Nota Histdrica
o Teorema WSK (Whittaker-Shannon-Kotel'nikov)
o E. T. Whittaker (1915) y J. M. Whittaker (1935): Estudio de
series cardinales
e C. E. Shannon (1949): Communication in the presence of noise
o V. Kotel'nikov (1933): On the carrying capacity of the “ether”
and wire in telecommunications

@ Soporte de f simétrico: Para f real y bandalimitada

[F(W)P = F(w)F(w) = F(w)F(~w)
@ Si supp fcC [wo — 7, wp + 7] se obtiene la férmula de
muestreo
ysinm(t — n)
(t —n)

f(t)= Y f(n)eMolt=n

n=—0o0
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e En PW,, el periodo de muestreo Nyquist es

27

*= ongll=m,a])
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e En PW,, el periodo de muestreo Nyquist es

27

Ts = fong(l=m, 7))

=1

@ Toda funcién f € PW, se recupera a partir de sus muestras
{f(n+ @)} ez cualquiera que sea el a € R. Desarrollando f
respecto a la base ortonormal {ef’(’”ro‘)""/\/27r}nEZ y
aplicando F~! se obtiene:

f(t) = i f(n+ a)sinc(t — n— «)

n=—0o0
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o La férmula (f,sinc(- — t)),2(r) da la proyeccién ortogonal de
f € L?(R) sobre PW,
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o La férmula (f,sinc(- — t)),2(r) da la proyeccién ortogonal de
f € L?(R) sobre PW,

@ Férmula interpolatoria tipo-Lagrange:

fF(t)= Y _ f(n)sinc(t — n)

_ Pt
_n_zoof (t —n)P'(n)

donde P(t) := sinrt

™
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e En eIAespacio de Paley-Wiener general PW,, en donde
supp f C L?[—7o, o], se verifica que T, = 227“0 = % Para
f € PW,, se verifica

o S|n7r(at— n)
9= 3 SR

El ndcleo reproductor es: kr, = osinco(t — s)
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@ Regularidad de f = decaimiento més rapido de f en oc.
sinc(t) = O(ﬁ) cuando |t| — +o0 debido a las
discontinuidades de x[_r 7]
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@ Regularidad de f = decaimiento més rapido de f en oc.
sinc(t) = O(ﬁ) cuando |t| — +o0 debido a las
discontinuidades de x[_r 7]

@ Problemas numéricos: Si queremos calcular f(1/2) a partir de
las muestras {f(n) + dp}nez €l error cometido es:

(—=1)"6,
IR

Podria valer infinito aunque |0, < §
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@ Regularidad de f = decaimiento més rapido de f en oc.
sinc(t) = O(ﬁ) cuando |t| — +o0 debido a las
discontinuidades de x[_r 7]

@ Problemas numéricos: Si queremos calcular f(1/2) a partir de
las muestras {f(n) + dp}nez €l error cometido es:

(—=1)"6,
IR

Podria valer infinito aunque |0, < §

@ Solucién: Técnica de oversampling
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@ Técnica de oversampling
Supongamos supp f C [—-7o,wo] C [—7, ] donde 0 < 1
Sea 6 una funcién suficientemente regular tal que

1 we[—no,7o]

Bw)=14 v & [, 2]
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@ Técnica de oversampling
Supongamos supp f C [—mo,mo] C [—7, 7] donde 0 < 1
Sea 6 una funcién suficientemente regular tal que

W) e 1 we[—no, o]
ow): {0 w ¢ [—m, 7]

Entonces

n
donde S(t — n) = FL[O(w)e~"™ //27](t)
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@ PW, como un RKHS de funciones enteras:
f € PW, se extiende a C como:

f(z) = \/%/ f(w)e™dw, zeC

Aplicando Cauchy-Schwarz:
f(2)l < |Ifle™, zecC
Teorema clasico de Paley-Wiener:

PW, = {f € H(C); |f(2)| < Ae™; f|r € [2(R)}
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@ Transformada de Fourier en sentido distribucional.
o Sea T € &'(R) con supp T C (—m,m).
0 Sife D(R) con suppf C (=mm)y 0 =1 en un abierto
conteniendo a supp T
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@ Transformada de Fourier en sentido distribucional.
o Sea T € &'(R) con supp T C (—m,m).
0 Sife D(R) con suppf C (=mm)y 0 =1 en un abierto
conteniendo a supp T

Teorema de Campbell

Sea f = F1T, entonces

Z f(n)f(z—n)= Z f(n)[sinc(- — n) x0](2), z€ C

n=—0o0 n=—0o0

uniformemente en compactos de C
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o Validez de la férmula de muestreo en otros espacios
funcionales:
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o Validez de la férmula de muestreo en otros espacios
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© Clases de Paley-Wiener PW?
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o Validez de la férmula de muestreo en otros espacios
funcionales:

© Clases de Paley-Wiener PW?
© Espacios de Bernstein B?
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o Validez de la férmula de muestreo en otros espacios
funcionales:

© Clases de Paley-Wiener PW?
© Espacios de Bernstein B?

o Etc.
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@ Error de truncamiento Para f € PW, se verifica

N 2 N

f(t) = Y f(n)sinc(t —n)| <|[IfI> = > [f(n)?

n=—N n=—N
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@ Error de truncamiento

@ Error de amplitud
{f(n) + EH}HEZ
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@ Error de truncamiento
@ Error de amplitud

@ Error Time-jitter
{f(n -+ 5”)}”62
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Error de truncamiento
Error de amplitud

Error Time-jitter

e 6 o6 o

Error por pérdida de informacion
{0nf(n)}pez donde 0 < 6, <1 para cada n € Z.
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Estudio de errores

Error de truncamiento
Error de amplitud
Error Time-jitter

Error por pérdida de informacion

Error de Aliasing R
Sifel?(R)NC(R)y f € LY(R)

) Z f(n)sinc(t — n)

n=—oo

<2 [ o
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Muestreo multidimensional

f(t,s) / / (x,y)e™e™ dxdy
27r —T —T

entonces

om sinm(t — n)sinm(s — m)
Z f(n, m) w(t—n) w(s—m)

n,me7Z
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Dualidad de Fourier

Undersampling y Oversampling
El teorema de muestreo de Shannon Comentarios por el camino

Errores

Muestreo Multidimensional

Muestreo multidimensional

f(t,s / / (x,y)e™e™ dxdy

Z f(n, m)sin 7(t — n)sinm(s — m)

entonces

m(t—n) w(s—m)

n,mez

En general, si supp? C B con B C R" acotado, la reconstruccion
eficiente de f depende de la geometria del conjunto B
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Recuperacion Estable

Recuperacién estable

o {e W} 7 completo en L2[—7, 7] implica que la sucesién
{f(tn)}nez caracteriza f € PW,
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Recuperacion Estable

Recuperacién estable

1 T e—itw

" Vor s

f(t)

o {e W} 7 completo en L2[—7, 7] implica que la sucesién
{f(tn)}nez caracteriza f € PW,

Muestreo estable en {t,}ncz

IFllpw,. < KII{F(2a) Hiex(z)
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Recuperacion Estable

Recuperacién estable

Muestreo estable en {t,}necz

Ifllpw,. < KII{F(2a) Hiex(z)

@ Bases ortonormales: ldentidad de Parseval
@ Bases de Riesz

@ Frames

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Recuperacion Estable

Recuperacién estable. Bases de Riesz

Una base de Riesz {x,} en un espacio de Hilbert H es la imagen
de una base ortonormal {e,} mediante un operador T : H — H
acotado e invertible
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Recuperacion Estable

Recuperacién estable. Bases de Riesz

Una base de Riesz {x,} en un espacio de Hilbert H es la imagen
de una base ortonormal {e,} mediante un operador T : H — H
acotado e invertible

Existe {y,} base de Riesz biortonormal (i.e., (Xn, Ym) = 0n,m) tal
que para todo x € H

X = Z<X,yn>xn = Z<X5Xn>yn

n n

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Recuperacion Estable

Recuperacién estable. Frames

Una sucesién {x,} es un frame en H si existen constantes
0 < A< B tal que

Allx|[> <> " [{x, xa)[* < B]|x||* para todo x € H

n

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Recuperacion Estable

Recuperacién estable. Frames

Una sucesién {x,} es un frame en H si existen constantes
0 < A< B tal que

Allx|[> <> " [{x, xa)[* < B]|x||* para todo x € H

n

Se mantiene la representacién x = ) cpx, en H aunque no es
unica.

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Recuperacion Estable
Mue r

Recuperacién estable. Frames

Una sucesién {x,} es un frame en H si existen constantes
0 < A< B tal que

Allx|[> <> " [{x, xa)[* < B]|x||* para todo x € H

n

Se mantiene la representacién x = ) cpx, en H aunque no es
unica.

Desde el punto de vista practico, x € H se recupera a partir de
Sx =) (X, Xxn)xn mediante un algoritmo iterativo
Algoritmo frame

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Recuperacion Estable

Recuperacién estable. Frames

Muestreo estable en PW,; en los puntos de muestreo {t,}
equivale a encontrar bases de Riesz, frames {e~"""} en
L2[—7, 7]

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Muestreo Irregular

Muestreo irregular
Condicién 1/4 de Kadec

1 .
sup|t, — n| < v {e™ ™" /\/271} nez s una base de Riesz de L?[—, 7]
nEZ
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Muestreo Irregular

Muestreo irregular

Condicién 1/4 de Kadec

1 .
sup|t, — n| < 71> {e™ ™" /\/271} nez s una base de Riesz de L?[—, 7]
nEZ

Teorema de Perturbacién
Sea {e,} base ortonormal de H y {f,} sucesién de H. Supongamos existe

A €[0,1) tal que
1 calen =) <A > leal

para toda sucesién {c,} finita. Entonces, {f,} es base de Riesz de H

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon




Muestreo Irregular

Muestreo irregular

Sea {hn}nez la base biortonormal de {e~"™" /\/27} ez

F(w) =" F(ta)hn(w) en L?[—7,7]

Aplicando F~1

F(t) =Y f(ta)F 1(hn)(t) en PW,

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Muestreo Irregular

Muestreo irregular

F(t) =D f(ta)F 1 (ha)(t) en PW,

Teorema de Paley-Wiener-Levinson

Para toda f € PW, se tiene

G(t)
Z i t”) (t — t,)G'(t,)

n=—oo

donde

G(t) = (t — to) H 1—t£)
n=1 J

v
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Muestreo con derivadas

Muestreo con muestras de funciones relacionadas .
Muestro con la transformada de Hilbert

Muestreo con derivadas

'Wtdw f'(t IWG'WtdW

Un par de bases de Riesz duales en L?[—, 7] apropiadas para el
muestreo con derivadas son:

{Xn = \}%( _ M)e—mnw}nez {_Vn _ ngn We—2inw

T 7]—\/7? }HEZ

1
{Xn_ﬁ

ef2inw} U {y: — iiwefZInW}

T

nez
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Muestreo con derivadas

Muestreo con muestras de funciones relacionadas .
Muestro con la transformada de Hilbert

Muestreo con derivadas

Desarrollando f segiin la base {xn} U{yn}

f= i [V2f (2n)x, — V2f'(2n)y]

Aplicando F~1

o0

f(t) = Z [f(2n) + (t — 2n)f'(2n)] sinc? (t —22n> J

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Muestreo con derivadas

Muestreo con muestras de funciones relacionadas q
Muestro con la transformada de Hilbert

Muestreo con la transformada de Hilbert

Transformada de Hilbert
Dada f € PW,, su transformada de Hilbert esta definida por

f( —isgnw)f(w)e™ dw

= [
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Muestreo con derivadas

Muestreo con muestras de funciones relacionadas q
Muestro con la transformada de Hilbert

Muestreo con la transformada de Hilbert

Transformada de Hilbert

Dada f € PW,, su transformada de Hilbert esta definida por

f( —isgnw)f(w)e™ dw

= [

La sucesién {isgn we ’”W/\/ZW}nGZ es base ortonormal de
[2[—7, 7). Desarrollando f en dicha base y aplicando F~*

g .1 T
— Z f(n)S|nc§(t—n)sm E(t—n)

n—=—oo
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Muestreo con derivadas

Muestreo con muestras de funciones relacionadas q
© Muestro con la transformada de Hilbert

Muestreo con la transformada de Hilbert

Sefial analitica asociada a una sefial real f € L?(R)

foi=Ff+if = fo=Ff+i(—isgn)f =2fu

i.e., supp f C [0, +00) (u es la funcién de Heaviside)

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Muestreo con derivadas
Muestro con la transformada de Hilbert

Muestreo con muestras de funciones relacionadas

Muestreo con la transformada de Hilbert

Muestreo sefnales pasobanda

Supongamos f real con supp f C [—wo — 7, —wp] U [wo, wo + 7]
Entonces

= &= fWW 2f (w)e™ dw

Z fa(2n)eim(t_2,,)w

n=—o00 W(% - n)

donde wy = wp + 7.
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Muestreo con derivadas
Muestro con la transformada de Hilbert

Muestreo con muestras de funciones relacionadas

Muestreo con la transformada de Hilbert

Muestreo sefnales pasobanda

= , sin(£ — n)
fa(t) = fo(2n)eM(t=2m 22—
(=2 * ")

Como f = Rf,

f(t) = i {f(2n) cos wy(t — 2n)

n=—00
sin 5(t —2n)

— f(2n) sinwi(t — 2”)}w

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Teorema de muestreo de Kramer

Teorema de muestro de Kramer

@ Sea H espacio de Hilbert separable y Q subconjunto de R o C

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Teorema de muestreo de Kramer

Teorema de muestro de Kramer

@ Sea H espacio de Hilbert separable y Q subconjunto de R o C

@ Dada una funcién K : Q — H, para x € H se define la
funcién:

F(£) == (x, K()m (F(£) == (K(£),x)u) teQ J
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Teorema de muestreo de Kramer

Teorema de muestro de Kramer

@ Sea H espacio de Hilbert separable y Q subconjunto de R o C

@ Dada una funcién K : Q — H, para x € H se define la
funcién:

F(£) == (x, K()m (F(£) == (K(£),x)u) teQ J

@ Al espacio vectorial Hy de todas las funciones definidas de
esta forma se le dota de estructura de espacio de Hilbert con
ntcleo reproductor

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Teorema de muestreo de Kramer

Teorema de muestro de Kramer

Hi = {f(t) = (x, K(t))m: x € H, t € Q} J

Hyk es un RKHS

o [|f|lx, = inf{|x|| : Tx = f} donde

T:xeH— feHg
@ El nicleo reproductor viene dado por

k(t,s) = (K(s), K(t)u (k(t,s) = (K(t), K(s))u)

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Teorema de muestreo de Kramer

Teorema de muestro de Kramer

Hy = {f(t) == (x, K(t))m : x € H, t € Q} J

@ Estudio de la regularidad de las funciones en H g
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Teorema de muestreo de Kramer

Teorema de muestro de Kramer

Hy = {f(t) == (x, K(t))m : x € H, t € Q} J

@ Estudio de la regularidad de las funciones en H g
@ Muestreo en Hi: Teorema de Kramer

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Teorema de muestreo de Kramer

Teorema de muestro de Kramer

Teorema de Kramer

Supongamos existe {t,} en Q tal que {K(t,)} es base ortogonal
de H. Entonces,

F(t) =) f(ta)Sa(t), teQ

donde
(K(tn), K(t))m
1K (2a) 12
La serie converge absolutamente en cada punto de Q y
uniformemente en subconjuntos de Q donde ||K(t)|| esté acotada

Sn(t) =

v

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Teorema de muestreo de Kramer

Teorema de muestro de Kramer

Hy = {f(t) == (x, K(t))m : x € H, t € Q} J

@ Estudio de la regularidad de las funciones en H g
@ Muestreo en Hi: Teorema de Kramer

© Muestreo utilizando otro tipo de muestras
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Teorema de muestreo de Kramer

Teorema de muestro de Kramer

Hy = {f(t) == (x, K(t))m : x € H, t € Q} J

Estudio de la regularidad de las funciones en Hg
Muestreo en Hy: Teorema de Kramer

Muestreo utilizando otro tipo de muestras

©0O00

i Cudndo se escribira la serie muestral como una serie
interpolatoria tipo Lagrange?

PO
:;f(tn) n Zf tn) (t — tn)P'(tn)

donde P tiene ceros simples en {t,}
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Teorema de muestreo de Kramer

Teorema de muestro de Kramer

Hi = {F(t) = (x, K(t))m : x € H, t € Q} J

@ ;Cémo obtener K y la sucesién {t,}?

Una manera de obtener los niicleos K ha consistido en considerar
problemas diferenciales y en diferencias, de manera que la sucesién
{tn} sea la de los autovalores del problema y {K(t,)} la sucesion
de las correspondientes autofunciones.
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Teorema de muestreo de Kramer

Teorema de muestro de Kramer

Hi = {f(t) = (x, K(t))m: x €H, t € Q} J

@ ;Cémo obtener Ky la sucesién {t,}?

Ejemplo: Volviendo al Teorema de Shannon

[K(D)](x)=e™; t,=nelZ
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Teorema de muestreo de Kramer

Teorema de muestro de Kramer

Hi = {f(t) = (x, K(t))m: x € H, t € Q} J

© ;Cémo obtener K y la sucesién {t,}?

O Tipologia conocida del espacio Hg. Por ejemplo, jcudndo Hg
serd un espacio de De Branges de funciones enteras?
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Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

Definicion
Dada ¢ € L?(R) se define

Vi, :=span{p(t —n): n€Z} = {>_ anp(t — n) : {a,} € £*(Z)}
neZ

cuando {¢(t — n)} ez sea al menos un frame para V,,

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

Dada ¢ € L?(R) se define

Vi, :=span{p(t —n): n€Z} = {>_ anp(t — n) : {a,} € £*(Z)}
neZ

cuando {¢(t — n)} ez sea al menos un frame para V,,

v

Ejemplos

Q ¢ =sinc = V,=PW;,

A\
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Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

Dada ¢ € L?(R) se define

Vi, :=span{p(t —n): n€Z} = {>_ anp(t — n) : {a,} € £*(Z)}
neZ

cuando {¢(t — n)} ez sea al menos un frame para V,,

v

Ejemplos

Q ¢ =sinc = V,=PW;,

@ ¢ = N, donde N, es el B-spline de orden m — 1, i.e.,
Npm := Ny % Ny % - - % Ny (m veces) donde N1 := x[o 1]

A\

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

Dada ¢ € L?(R) se define

Vi, :=span{p(t —n): n€Z} = {>_ anp(t — n) : {a,} € £*(Z)}
neZ

cuando {¢(t — n)} ez sea al menos un frame para V,,

v

Ejemplos

Q ¢ =sinc = V,=PW;,

@ ¢ = N, donde N, es el B-spline de orden m — 1, i.e.,
Npm := Ny % Ny % - - % Ny (m veces) donde N1 := x[o 1]

© ¢ es la funcién escala de un MRA

A\
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Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

Supongamos las siguientes hipdtesis sobre el generador :
o La sucesion {¢(t — n)}pez es una base de Riesz de V,
@ ( es continua en R

o Laserie Y 00 |p(t— n)|? estd uniformemente acotada en R

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

Supongamos las siguientes hipdtesis sobre el generador (:
o La sucesion {¢(t — n)}nez es una base de Riesz de V,
@ ( es continua en R

o Laserie .00 |p(t— n)|? estd uniformemente acotada en R

Sea T : L%(0,1) — V., el isomorfismo definido como
T(e=2™) := o(t — n) para cada n € Z

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

-,—(e—27rinw) = @(t — n) para cadaneZ J

Entonces:

@ Para cada f € V,, se tiene
f(t) = (F, Kt)r201), teER

donde F = T 1fy

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

T(efzwinw) = SD(t — n) para cadaneZ J

Entonces:

@ Para cada f € V,, se tiene
f(t) = (F, Ke)12(01), t€R

donde F = T~ 1fy

o

Ke(w) = 3 @t —n)e 2™ = Zg(t, w)

n=——0o0

Zy es la transformada de Zak de ¢

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

—’—(e—27rinw) = cp(t — n) para cada n € Z J

Entonces:

f(t) = (F, Ke)i20,1), Ke(w) = Zop(t, w)

o Kt+m(W) = 6_27rimWKt(W)
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Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

—’—(e—27rinw) = cp(t — n) para cada n € Z J

Entonces:

f(t) = (F, Ke)i20,1), Ke(w) = Zop(t, w)

o Kipm(w) = e_27rimWKt(W)
o Tlem*™™F(w)] = f(t—m)sif=T(F)

A. G. Garcia Viaje a través del Teorema de Shannon



Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

Teorema de muestreo en V,

Supongamos 0 < ||Ksl|jo < [|Kal|eo < 00. Entonces, para cada
feVv,

f(t) = i fla+n)Ss(t—n), teR

donde S, = T(l/z) La convergencia de la serie es absoluta y
uniforme en R
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Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

Teorema de muestreo en V,
Supongamos 0 < ||Kjl|jo < [|Kal|eo < 00. Entonces, para cada
feV,
o
ft)= > f(a+nS,(t—n), teR
n=—o0

donde S, = T(l/z) La convergencia de la serie es absoluta y
uniforme en R

@ Muestreo no uniforme: {f(a+ n+d,)} |
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Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

Teorema de muestreo en V,

Supongamos 0 < ||Kal|jo < [|Kal|eo < 00. Entonces, para cada
feVv,

f(t) = i f(a+n)Sy(t—n), teR

donde S, = T(l/z) La convergencia de la serie es absoluta y
uniforme en R

© Muestreo no uniforme: {f(a+ n+d,)}
iPara qué {8,} con sup, |6, < & la sucesién {K, s, (w)e 2"} s
es una base de Riesz obtenida perturbando {K,(w)e=2™"}, 7?
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Espacios invariantes por traslacion

Teoria de muestreo en espacios invariantes por traslacién

Teorema de muestreo en V,
Supongamos 0 < ||Kj|jo < [|Kal|eo < 00. Entonces, para cada
feVv,
o
ft)= Y fa+nSs(t—n), teR
n=-—o0

donde S, = T(l/z) La convergencia de la serie es absoluta y
uniforme en R

@ Muestreo no uniforme: {f(a+ n+d,)}

@ Muestreo utilizando muestras de versiones filtradas de f
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