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Compressed Sensing
iPodemos medir directamente la parte significativa de la senal? J




i Qué es el Compressed Sensing?

Compressed Sensing
Adquisicién de la sefial (SENSING)

Muestreo

© 8 =1[0,...,0,1,0...,0]
(0j,%) = x[j]



i Qué es el Compressed Sensing?

Compressed Sensing
Adquisicién de la sefial (SENSING)

Muestreo Medidas generalizadas

0512[07,0,17070] °¢:[¢17¢27""¢”]
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i Qué es el Compressed Sensing?

Compressed Sensing
Adquisicién de la sefial (SENSING)

<

=

‘ ° yi = (dk,x), M < N.
@ ® matriz de medidas
j:l @ El vector dato es y
b2
Cuestiones
M x N e ;Como reconstruir la

seial a partir de y?,
o jM?, ;jd?

N x1



Ejemplo

Ejemplo

0 200 1000 1500 2000 Zs0n



Ejemplo: recuperacién senal discreta dispersa

Construccidén de la sefal

% longitud de la sefial

N = 2048; ‘
% Sefial K-dispersa .
K = 50;

% sefial aleatoria +/- 1

zeros(N,1);

randperm(N) ; .
x(q(1:K)) = sign(randn(X,1));

i
]

Q
]

0 500 1000 1500 2000 2500



Numero minimo de medidas

@ x es K-disperso

Ixllo = | | 1] # 0} < K
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Numero minimo de medidas

X
& Xy @ x es K-disperso
Ixllo = [{J | x| # 0}| < K
@ K+ K = 2K incégnitas
o M >2K
iK Xi




Condicidn necesaria sobre la matriz de medidas

o x € Tx={ueR"||lullo <K}, x es K-dispersa

@ ® matriz de medidas. ®x = y vector informacidn



Condicidn necesaria sobre la matriz de medidas

o x€Tx ={ueR"||lullo <K}, x es K-dispersa

o ® matriz de medidas. $x = y vector informacién

X + ker®

i,



Ejemplo

Condicidn necesaria sobre la matriz de medidas

o X', x€ ¥y ={uecRN||ulo <K} x',x son K-dispersas
@ ® matriz de medidas. ®x = y = dx’

x + ker® ’

X

ol J

U

x' —x € ker® N ok
No se puede reconstruir x




Condicidn necesaria sobre la matriz de medidas

o xeXx={ueR"||ullo <K} x son K-dispersa

o ® matriz de medidas. ®x = y = &x’

x + ker® 0

X

U

Reconstruccién = ker ® N L, = {0}




Condicidn necesaria sobre la matriz de medidas

¢ : RN — RM (M > 2K)

N
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Condicién necesaria

ker ® N Xk = {0} <= todo conjunto de 2K columnas es L.i.
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Condicidn necesaria sobre la matriz de medidas

¢ : RNV — RM (M > 2K)

Condicién necesaria

ker ® N Xk = {0} <= todo conjunto de 2K columnas es l.i.
Para una reconstruccion efectiva no es suficiente




Condicidn necesaria sobre la matriz de medidas

¢ : RNV — RM (M > 2K)

N
- i i K =
()

Posible solucién J

Todo conjunto de 2K columnas de ¢ sea “casi” ortonormal




Esfera M-dimensional

“ @ Seav=1[0,...,0,1] € RM
) o f(w) = (v,w) para w € SM=1 (continua)
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Esfera M-dimensional

@ Seav=1[0,...,0,1] ¢ RM

o f(w) = (v,w) para w € SM~1 (continua)

Area,

P(f(w)| <€)= ——
([F(w)l <) Area Total



Esfera M-dimensional

@ Seav=1[0,...,0,1] € RM

o f(w) = (v,w) para w € SM-1 (continua)

Ap. desigualdad de Brunn-Minkowsky
o P(f(w) >0)=P(f(w) <0) =131
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Ejemplo

Esfera M-dimensional

@ Seav=1[0,...,0,1] ¢ RM

o f(w) = (v,w) para w € SM-1 (continua)

Ap. desigualdad de Brunn-Minkowsky
o P(f(w) >0)=P(f(w)<0)=13

Entonces P(|f(w)| < €) &~ 1 — 2e~M<*/4

Sie= (6 > 1),

0
VM

P(|f(w)] <€) ~1—2e /4



Esfera M-dimensional

@ Seav=1[0,...,0,1] € RM

o f(w) = (v,w) para w € SM~1 (continua)

Ap. desigualdad de Brunn-Minkowsky
o P(f(w)>0)=P(f(w) <0)=1

Entonces P(|f(w)| < €) ~ 1 — 2e~Me*/4

Utilizar el azar para que todo conjunto de 2K columnas de ¢ sea
“casi” ortonormal




Ejemplo

Ejemplo: recuperacién senal discreta dispersa

Medidas

@ Matriz de medidas

% Numero de medidas
M = 300;
% A matriz gaussiana
A = randn(M,N);
% Ortogonalizacién
% filas de A
A = orth(A’)’;
@ Vector de informacion

% medidas
y = Axx;

50

100 150

200 2a0

300



Ejemplo: recuperacién senal discreta dispersa

Reconstruccién

Datos
@ y = ®x vector informacién

@ x es K-dispersa
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Ejemplo: recuperacién senal discreta dispersa

Reconstruccién

Datos
o y = ®x vector informacién

@ x es K-dispersa

-0.4

0 50 100 150 200 230 300

Si ker ® N Xk = {0} x es la tnica sefial K-dispersa tal que &x =y



Ejemplo: recuperacién senal discreta dispersa

Reconstruccién

Datos
@ y = ®x vector informacién

@ x es K-dispersa

04

0 50 100 150 200 250 300

Si ker ® N X4 = {0} x es la dnica sefal K-dispersa tal que ®x =y
Reconstruccién

argmin,cgn || z]jo tal que ®z =y




Ejemplo: recuperacién senal discreta dispersa

Reconstruccién

Datos
@ y = ®x vector informacién

@ x es K-dispersa

04
0 S0 100 150 200 250 300

Si ker ® N Xk = {0} x es la tnica sefal K-dispersa tal que ®x =y
Reconstruccién

argmin,cpn || z||o tal que Pz =y (x)

iEl problema (*) es NP-hard!



Ejemplo: recuperacién senal discreta dispersa

Normas || - ||,

XI5 = PxalP + -+ + |xnlP < 1

p=0 p=0.7 p=1.0 p=1.5 p=2.0




Ejemplo: recuperacién senal discreta dispersa

Normas || - ||,
IxIIp = PxalP + -+ xnlP < 1

p=0 p=0.7 p=1.0 p=15 p=2.0

@ Las normas || - ||, con 0 < p <1 “favorecen” soluciones dispersas J

Solucién no dispers.




Ejemplo: recuperacién senal discreta dispersa

Minimizacién £*

N x1

M x N disperso

X € Xk
X = argmin,cpn || 2|1 tal que ®z = dx




Ejemplo: recuperacién senal discreta dispersa

Minimizacién £*

1 0.6
04

05
0z

a
of

05
-0z
-1 04

0 500 1000 1500 2000 2500 0 S0 100 150 200 250 G300

X € Xk
X = argmin,cgn || 2|1 tal que ®z = dx




Ejemplo

Ejemplo: recuperacién senal discreta dispersa

Minimizacién £*

1 1
05 05
0 0
05 05
4 |
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

X € Lk

X = argmin,cgn || 2|1 tal que ®z = dx




Un poco de Teoria

Sensing. Propiedad RIP

Aproximacion




Medidas. Propiedad RIP

Sensing. Propiedad RIP




Medidas. Propiedad RIP

y P
b1
_ b2

M M x N

N x1

Objetivo
Contruir matrices ¢ capaces de codificar la informacién del mayor
conjunto posible de senales




Medidas. Propiedad RIP

o W= {V;}  base ortonormal de RV



Medidas. Propiedad RIP

o W= {W;}"  base ortonormal de RV

e W no tiene necesariamente que ser una base
ortonormal

o Base,




Medidas. Propiedad RIP

o W= {W;}"  base ortonormal de RV

e W no tiene necesariamente que ser una base
ortonormal

o Base,
o Frame




Medidas. Propiedad RIP

o W= {V;}  base ortonormal de RV

@ Para todo vector x € RN se tiene

N

X = Zgiwia 9[ = <X7 ll;I>
=il



Medidas. Propiedad RIP

o W = {W;} base ortonormal de RV

@ Para todo vector x € RN se tiene
N
X:ZQI'\UI': 91':<X7wf>
i=1

o Y i (W) sefiales K-dispersas respecto de W
° Six € Lg(W),

0 Xt

A
Wy Wy o W] |0 | =

0; '




Medidas. Propiedad RIP

@ Supongamos que disponemos de
M < N medidas del vector
x e RN

(i, x),i=1,2,...M.



Medidas. Propiedad RIP

@ Supongamos que disponemos de
M < N medidas del vector

X € RN X
(Pi,x),i=1,2,...M. , o
. . . ¢
@ Matricialmente lo anterior se . %
puede expresar como -
y = ®x M M x N

N x 1



Medidas. Propiedad RIP

Medidas. Propiedad RIP

@ Supongamos que disponemos de
M < N medidas del vector
x e RN 9

(i, x),i=1,2,...M.

y ®
@ Matricialmente lo anterior se Z;
puede expresar como — v
L ew ]
y = &x =0Vl = ¢ M M N
@ ® matriz de medidas, W base de
dispersion N x1

® = dWV matriz CS




Propiedad RIP. Isometrias restingidas

Sea ®° € CM*N_(Matriz CS, M < N)

@ Para T C {1,2,...,N} con |T| =S &% es la seccién de & formada
por las columnas T. Si T = {i,fp,...,Is}

N
"1 (‘2 ‘ ‘ ‘
»CS

M

S}




Medidas. Propiedad RIP

Propiedad RIP. Isometrias restingidas

Sea ¢ ¢ CM*N_(Matriz CS, M < N)
@ Para T C {1,2,...,N} con |T| =S ®F es la seccién de ¢ formada
por las columnas T.
@ Para cada entero 1 < S < M sea s el nimero mas pequenio que

verifica -
|9 z]l2

<(1+46s), zeR®
[E41P

(1—55) <

para cada subconjunto T C {1,2,..., N} de cardinalidad S.




Propiedad RIP. Isometrias restingidas

Sea ¢ ¢ CM*N_(Matriz CS, M < N)
@ Para T C {1,2,...,N} con |T| =S ®F es la seccién de ¢ formada
por las columnas T.
@ Para cada entero 1 < S < M sea s el nimero mas pequenio que

verifica -
|9 z]l2

[E4IP
para cada subconjunto T C {1,2,..., N} de cardinalidad S.

e Si0<ids<l1
®°° es una isometria restringida de orden S.

(1—6s) < <(1+46s), zeR®




Propiedad RIP

Geometria de la propiedad RIP

@ Cuanto menor sea ds mdas cerca
estaran las secciones ®5 de ser
isometrias

RS

1zll2

CS
T

RM

|2




Propiedad RIP

Geometria de la propiedad RIP

@ Cuanto menor sea ds mas cerca
estaran las secciones ® de ser
isometrias

@ Js mide la “ortonormalidad” de Hi -
. 2 z
las columnas de las secciones o ’
&5 —
Fcon |T|=S
e Si s = 0 todos los conjuntos

RS ]RM
de columnas de S elementos

son ortonormales.



Propiedad RIP

Geometria de la propiedad RIP

@ Cuanto menor sea ds mas cerca
estaran las secciones ® de ser
isometrias

@ Js mide la “ortonormalidad” de
las columnas de las secciones
Fcon|T|=S5
e Si s = 0 todos los conjuntos
de columnas de S elementos
son ortonormales.
e Si ds = 1 existe una submatriz
tal que rank ®§ < S.

RS

1zll2

CS
i

RM




Propiedad RIP

Geometria de la propiedad RIP

@ Cuanto menor sea ds mds cerca
estaran las secciones ® de ser
isometrias

@ 05 mide la “ortonormalidad” de
las columnas de las secciones
Fcon|T|=S
@ Una isometria restringida puede
permitir una reconstruccién
robusta




CS y matrices RIP

o € RM*N isometria restringida de orden S

15 3.

Objetivos




Medidas. Propiedad RIP

CS y matrices RIP

Objetivos

s € RMXN isometria restringida de orden S

s 3.

|’
T«

+ Senales codificadas




Propiedad RIP

Célculo de s

VT c{1,2,...,N} con |T|=S.

o((®F)F) € [(1 - 65)%, (1 +05)?]



Propiedad RIP

Célculo de s

VT c{1,2,...,N} con |T|=S.

o((®F)®F) € [(1 - 05)%, (1 +05)*]

e Para calcular ds: SVD de todas las submatrices 5 con |T| = S.




Propiedad RIP

Célculo de §s

VT Cc{1,2,...,N} con |T|=S.

o((F)"®F) C [(1 —d5)?, (1 +s)°]

@ Para calcular ds: SVD de todas las submatrices 5 con |T| = S.

Hay (}) = siisy Matrices ¢ con |T| =S




Propiedad RIP

Célculo de §s

@ No hay forma efectiva de comprobar si una matriz ¢ verifica J
RIP




Propiedad RIP

Célculo de s

@ No hay forma efectiva de comprobar si una matriz ®<° verifica
RIP

@ No hay algoritmos deterministas que construyan matrices RIP
con S grande (de Vore 07)




Propiedad RIP

Célculo de s

@ No hay forma efectiva de comprobar si una matriz ©<° verifica
RIP

o No hay algoritmos deterministas que construyan matrices RIP
con S grande (de Vore 07)

@ Solucidén: hacer intervenir al azar




Matrices RIP

Matrices gaussianas y de Rademacher

Si & € RMxN.

@ Matriz gaussiana




Matrices RIP

Matrices gaussianas y de Rademacher

Si & € RMxN.

@ Matriz gaussiana

@ Matriz de Rademacher %mmﬁwmﬁg



- 00000 eiks Propkd AP |
Matrices RIP

Matrices gaussianas y de Rademacher

Si & € RMxN.

@ Matriz gaussiana

@ Matriz de Rademacher

Vo<1 E|C1(5), C2(5) >0

log(N/S)S < oM

U
5s(PV) < §

con probabilidad 1 — 2e=<M



Matrices RIP

Proyecciones aleatorias

o © = {¢;}V, base ortonormal




Medidas. Propiedad RIP

Matrices RIP

Proyecciones aleatorias

o © = {¢;}V, base ortonormal

o {i,i,...,im}C {1,2,...,N}
elegido al azar con probabilidad
uniforme en los subconjuntos de
M elementos de {1,2,..., N}




Medidas. Propiedad RIP

Matrices RIP

Proyecciones aleatorias

o © = {6;}", base ortonormal

° {il,ig,...,i/\/]} C {1,2,...,/\/}
elegido al azar con probabilidad
uniforme en los subconjuntos de
M elementos de {1,2,..., N}

Vo <136(6) >0

S<

BM
" Mu(BUVF(og( W)

5s(PW) < &

con probabilidad 1 — N—¢




Medidas. Propiedad RIP

Matrices RIP

Proyecciones aleatorias

Vo < 138(8) >0
o © = {6;}V., base ortonormal

M
0{il,ig,...,im}C{1,2,..-,N} SS “
elegido al azar con probabilidad Nu(© UuW)Q(Iog(N))5
uniforme en los subconjuntos de
M elementos de {1,2,..., N} Is(PW) <6
0; con probabilidad 1 — N—¢
05,
q) S e 3 :
5 weuv) 1§T3éN‘<9kan>|
Oiy,

ueuv) e [—=,1]

é._.



Matrices RIP

Proyecciones aleatorias

Ejemplo
@ F = base de Fourier

o V=ldy ﬂM
S<—n0—
_ 1 ~ (log(N))

(55((1)) <9

@ & proyeccién aleatoria obtenida
de F escogiendo al azar M filas. con probabilidad 1 — N—¢

v




Medidas. Propiedad RIP

Matrices RIP

Proyecciones aleatorias

50 100 150 200 250

x € R?56 suma de 7 sinusoides




Medidas. Propiedad RIP

Matrices RIP

Proyecciones aleatorias

y € R8 (80 muestras aleatorias de x)




Medidas. Propiedad RIP

Matrices RIP

Proyecciones aleatorias

0 = argmin ||z|[1 x[ij] = z[ij], 0 = x




Aproximacién

Aproximacion




Aproximaciéon por K términos

x € RN W = {W;}V | base ortonormal de RV

N
X = Z xy[i|V;
i=1

[xw|



Aproximaciéon por K términos

x € RN W = {W;}V | base ortonormal de RV

N
X = Z xy[i|V;
i=1

[xw] gl



Aproximaciéon por K términos

x € RN W = {W;}¥  base ortonormal de RV
N

X = ZXw[i]Wi
i=1

XK

@]

K
XK = Z X\?,[k]w,'k
k=1



Aproximaciéon por K términos

x € RN W = {W;}¥  base ortonormal de RV
N

X = ZX\IJ[i]Wi
i=1

XK

@]

I —xi1> < Y IGIKIIZ

k>K



Aproximacion

Teorema Fundamental

Y = ox+ W

Teorema

Sea ®<° = ®W. Supongamos que K es tal que d3x(P) < 6 < 1/3. Sea
X = W6 donde

6 = argmin,cpn ||z||1 verificando ||®<z — Y2 < [|[W||2

Existe una constante C(0) tal que

C
Ix = Xl2 < —= Y [x§[K]| + C[W]|2
\/Rk>K

donde x{ [k] son los coeficientes ordenados de x respecto de W.




Aproximacion

Comentarios al teorema

Reconstrucciéon exacta Aproximacion sin ruido
W =0, x € Xg(V) W=0
53K(¢cs) < 1/3 53K(¢cs) < 1/3
U 4
Reconstruccién perfecta de x Ix — X2 < L %
= X2 < xg K]l
VK Z v

k>K



Aproximacién

Razén M /K para reconstruccién exacta

Resumen teorema
Una senal K — dispersa puede ser
rescontruida de forma exacta si

o G3x () < 1/3
o K = 3M/(log N/M)




Aproximacién

Razén M /K para reconstruccién exacta

Resumen teorema

Una sefial K — dispersa puede ser
rescontruida de forma exacta si

o J3x(d°) < 1/3
o K = 3M/(log N/M)

Estimaciones de 3 suelen ser pesimistas

w




Razén M /K para reconstruccién exacta

@ Utilizando técnicas

Resumen teorema estadisticas
Una sefal K — dispersa puede ser M = 100, ® gaussiana
rescontruida de forma exacta si
cs N M/K
] 53K(¢ )<1/3 512 6.2
° K =p3M/(log N/M) 1024 7,7
Estimaciones de (3 suelen ser pesimistas 2048 11

4096 16



Aproximacién
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Aproximacién
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