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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

Teoria de muestreo: motivacidon matematica

En un espacio de Hilbert separable H se define un operador de
muestreo lineal y acotado M:

M: H — 2(N)
x > AMx(n)}5Ly = {(xxn) 52
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

Teoria de muestreo: motivacidon matematica

En un espacio de Hilbert separable H se define un operador de
muestreo lineal y acotado M:

M: H — 2(N)
x > AMx(n)}5Ly = {(xxn) 52

Problema:

Recuperacién estable de x € H a partir de la sucesién {(x, x,) }°2;
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

Teoria de muestreo: motivacidon matematica
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En un espacio de Hilbert separable H se define un operador de
muestreo lineal y acotado M:

M: H — 2(N)
x > AMx(n)}5Ly = {(xxn) 52

La sucesién {x,}7°; debe ser un frame en H:

Existen constantes A, B > 0 (cotas frame) tal que:

AllxI? < Y 10, xa) 2 < BlIx|?, vx e H

n=1

Bases de Riesz y ortonormales, casos particulares de frames
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LTeorl’a cldsica de muestreo de Shannon

Teoria de muestreo: motivacidon matematica

En un espacio de Hilbert separable H se define un operador de
muestreo lineal y acotado M:

M: H — 2(N)
x > AMx(n)}5Ly = {(xxn) 52

Aplicacién al muestreo en un espacio de Hilbert funcional H:

La sucesién {(x, x,)m}>2 es una sucesiéon de muestras {f(t,)}7°,
de la funcién f € H, funcién relacionada con x € H
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LTeon’a\ clasica de muestreo

Teoria clasica de muestreo

Funciones bandalimitada: Espacios de Paley-Wiener

PW, = {f € L’(R) | supp f C [—7’[',71']} = .7:_1(L2[—7r,7r]) ,
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LTeon’a\ clasica de muestreo

Teoria clasica de muestreo

Funciones bandalimitada: Espacios de Paley-Wiener

PW, = {f € L’(R) | supp f C [—7’[',71']} = .7:_1(L2[—7r,7r]) ,

Para cada f € PW,,

teR.
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LTeon’a\ clasica de muestreo

Teoria clasica de muestreo

Funciones bandalimitada: Espacios de Paley-Wiener

PW, = {f € L?(R) | suppf C [Tr,w]} = F Y (L3[~m, 7)),

Para cada f € PW,,

\/ﬂ >L2[—7T,7r] ) teR.

PW;: es un espacio de Hilbert con niicleo reproductor (RKHS):
Para cada t € R se verifica

FO < Ifllery, fe€PWs
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LTeorl’a cldsica de muestreo de Shannon

LTeon’a\ clasica de muestreo

Teoria clasica de muestreo

Funciones bandalimitada: Espacios de Paley-Wiener

PW, = {f € L’(R) | supp f C [—7’[',71']} = .7:_1(L2[—7r,7r]) ,

Aefi(nJra)W
f(a+n)tn f,
O Ul - B
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LTeorl’a cldsica de muestreo de Shannon

LTeon’a\ clasica de muestreo

Teoria clasica de muestreo

Funciones bandalimitada: Espacios de Paley-Wiener

PW, = {f € L’(R) | supp f C [—7’[',71']} = .7:_1(L2[—7r,7r]) ,

~ e ilnta)w
fla+n)in f,
O Ul - B

Teorema de Shannon

f(t) = Z f(n+a Se;g;(t; n_a)a), teR

n=—oo
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LTeon’a\ clasica de muestreo

Teoria clasica de muestreo

Funciones bandalimitada: Espacios de Paley-Wiener

PW, = {f € L’(R) | supp f C [—7’[',71']} = .7:_1(L2[—7r,7r]) ,

Muestreo irregular

{Flt ez — {F \/2—: ha—m}nez

efit,,w
base de Riesz o frame en L?[—7, 7
{1 [, 7]
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LTeorl’a cldsica de muestreo de Shannon

LTeon’a\ clasica de muestreo

Una prueba debida a Hardy (1941): Dualidad de Fourier

F: PW, s L?[—7, 7]
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LTeon’a\ clasica de muestreo

Una prueba debida a Hardy (1941): Dualidad de Fourier

F: PW, s L?[—7, 7]

o Desarrollamos f en la base ortonormal {e~i(mtaw )\ /om) s

de L2[—m,7]:
—i(n+a)w —/ (n+a)w —i(n+a)w
~ ~ e
F=S ) pan f(n+a)
%; 5 >L2[ T e % n NV
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LTeon’a\ clasica de muestreo

Una prueba debida a Hardy (1941): Dualidad de Fourier

F: PW, s L?[—7, 7]

o Desarrollamos f en la base ortonormal {e~i(mtaw )\ /om) s

de L2[—m,7]:
—i(n+a)w /(n+a —i(n+a)w
F=> (f,——)2(rm f(nta)"———
@ Aplicando la transformada de Fourier inversa F~1:
—i(n+a)w
e
=) f(n+a)F ' (——)(t
I e [
—Zf S|n7r (t—n-—a) en [2(R)
—n—a)
neZ
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LInconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LIn

convenientes de la teoria de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon
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@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

Matematicamente, se corresponde con multiplicar el espectro de la
sefial por X[ ], lo que equivale en el dominio temporal a
convolucionar con la funcién senc, que no se anula en el intervalo
(—00,0). En la practica no se puede construir, de manera exacta,
tal filtro ya que ello implicaria conocer el futuro para calcular la
salida del filtro en el momento actual (el filtro no es causal o
fisicamente realizable):

(f*senc)(t):/ f(t—x)sencxdx, teR.

—00
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LTeorl’a cldsica de muestreo de Shannon

LInconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

@ La hipdtesis de ser una seial bandalimitada estd en
contradiccion con la idea de senal de duracidn finita

LICM?2010



Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LInconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

@ La hipdtesis de ser una seial bandalimitada estd en
contradiccion con la idea de senal de duracidn finita

Una funcién bandalimitada puede extenderse a todo C resultando
una funcién entera que no podra anularse en un intervalo de R
salvo que sea la funcién nula
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LInconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

@ La hipdtesis de ser una seial bandalimitada estd en
contradiccion con la idea de senal de duracidn finita

@ La operacién de bandalimitar una senal genera oscilaciones de
Gibbs
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@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

@ La hipdtesis de ser una seial bandalimitada estd en
contradiccion con la idea de senal de duracidn finita

@ La operacién de bandalimitar una senal genera oscilaciones de
Gibbs

@ La funcidn seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los célculos en el dominio temporal
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LInconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

@ La hipdtesis de ser una seial bandalimitada estd en
contradiccion con la idea de senal de duracidn finita

@ La operacién de bandalimitar una senal genera oscilaciones de
Gibbs

@ La funcidn seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los célculos en el dominio temporal

Por ejemplo, si queremos calcular f(1/2) a partir de la sucesién de

muestras {f(n) + &n}nez, €l error que se comete | 300 %
2

podria ser infinito incluso cuando |e,| < ¢, para todo n € Z

LICM?2010
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Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

La hipédtesis de ser una senal bandalimitada esta en
contradiccion con la idea de senal de duracidn finita

La operaciéon de bandalimitar una sefial genera oscilaciones de
Gibbs

La funcién seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los célculos en el dominio temporal

El seno cardinal es una funcién bien localizada en frecuencia
pero, muy mal localizada en tiempo
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Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal
La hipédtesis de ser una senal bandalimitada esta en
contradiccién con la idea de senal de duracién finita

La operaciéon de bandalimitar una sefial genera oscilaciones de
Gibbs

La funcién seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo

que hace muy ineficientes los célculos en el dominio temporal

El seno cardinal es una funcién bien localizada en frecuencia
pero, muy mal localizada en tiempo

o0
/ t2| senc t[2dt = +o0

o
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LInconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

Escoger un generador ¢ con buenas propiedades y desarrollar
una teoria de muestreo en el espacio:

V2 — {Zan o(t—n) : {a,} € £2(Z)} C [2(R).

nez
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LInconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

Escoger un generador ¢ con buenas propiedades y desarrollar
una teoria de muestreo en el espacio:

V2 — {Zan o(t—n) : {a,} € £2(Z)} C [2(R).

nez

Ejemplos
@ ¢ =sinc = ngPWﬂ

@ ¢ = N, donde N, es el B-spline de orden m — 1, i.e.,
Npm := Ny % Ny % - - % Ny (m veces) donde N1 := x[o 1]

© ¢ es la funcién escala de un MRA (Wavelets)

LICM2010
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LInct:«nvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

Escoger un generador ¢ con buenas propiedades y desarrollar
una teoria de muestreo en el espacio:

= {Za” o(t—n) : {a,} € EZ(Z)} C [*(R).

nez

Ampliar la teoria de muestreo anterior a otros espacios:

={Yanplt-n) : {a} @)} c LPR), 1< p< o0,

neZ

— {Zan o(t—n) : {ap} € Co(Z)} C L*(R),

nez

V,(c0) = {Zan (t— n) {a,,}eeOO(Z)}cLOO(R).

neZ
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L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LInconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Los espacios invariantes por traslacion en matematicas:
e Aproximaciéon mediante espacios invariantes por traslacién
e Esquemas de aproximacién via interpolacién cardinal,

cuasi-interpolacién, proyectores, convolucién, operadores
integrales
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién
L Teoria clésica de muestreo de Shannon

LInconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Los espacios invariantes por traslacion en matematicas:

e Aproximaciéon mediante espacios invariantes por traslacién
e Esquemas de aproximacién via interpolacién cardinal,

cuasi-interpolacién, proyectores, convolucién, operadores
integrales

@ Muestreo en espacios invariantes por traslacion:

o Muestreo regular, irregular, generalizado (average sampling),
multivariado.

LICM2010



Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

El problema del muestreo generalizado

Se considera un espacio invariante por traslacién V2 en L2(R)
con p generadores (estables) & := {¢/}]_;

Vq% = spaan(Rd){tp/(t —a):ac€ 7 =12, ... ,p}

p
= {33 araei(t—a) ¢ {ara}acas € (2]

I=1 aczd
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

El problema del muestreo generalizado

Se considera un espacio invariante por traslacién V2 en L2(R)
con p generadores (estables) & := {¢/}]_;

Vq% = spaan(Rd){tp/(t —a):ac€ 7 =12, ... ,p}

p
= {33 araei(t—a) ¢ {ara}acas € (2]

I=1 aczd

Dados s sistemas de convolucién £; actuando en V2, i.e.,

Lif=Ffxh, fecV3

LICM?2010
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

El problema del muestreo generalizado

Se considera un espacio invariante por traslacién V2 en L2(R)
con p generadores (estables) & := {¢/}]_;

Problema del muestreo generalizado:

Recuperar, de manera estable, toda funcién f € Vq2> a partir de la
sucesién de muestras

{(ﬁjf)(Ma)}and, j=12,...,s

tomadas en un reticulo MZ9 de RY (M matriz con entradas en 7Z
y detM > 0), mediante una férmula del tipo:

f(t) = Z > (L) (Ma)Sj(t — Ma), teR?

Jj=1 aczd

LICM?2010



Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

Caso de una variable

Consideramos un espacio invariante por traslacién en L2(R) con
generador (estable) ¢ € L?(R):

V£ = WB(R){@(t_ n)}nEZ = {Zanga(t— n) : {an} < ez(Z)}

nez

Dados s sistemas de convolucién £; actuando en Vf,

Recuperar, de manera estable, toda funcién f € Vj a partir de la
sucesion de muestras

{(Lif)(rn)}nez, j=1,2,..s -

LICM?2010



Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

LEI espacio invariante por traslacién %

El espacio invariante por traslacién Vé
Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

@ La sucesion {¢(t — n)}pez es una base de Riesz de Vg
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

LEI espacio invariante por traslacién %

El espacio invariante por traslacién Vé
Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :
@ La sucesion {¢(t — n)}pez es una base de Riesz de Vg
Una base de Riesz en un espacio de Hilbert H es una sucesién de

la forma {Ue}?2 ;, donde {e}?2 ; es una base ortonormal de H y
U :"H — H es un operador acotado y biyectivo

LICM2010
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

LEI espacio invariante por traslacién %

El espacio invariante por traslacién Vé
Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :
@ La sucesion {¢(t — n)}pez es una base de Riesz de Vg

Una sucesién {¢(- — n)}pez es una base de Riesz de Vj si y sélo si
0 < [|[®]lo < ||P|loc < 00, donde ||®]|p denota el infimo esencial de

la funcién ®(w) := >, 7 [@(w + k)|? en (0,1), y ||P]|o su
supremo esencial
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

LEI espacio invariante por traslacién %

El espacio invariante por traslacién Vé
Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

@ La sucesion {¢(t — n)}pez es una base de Riesz de Vg

@ ( es continua en R
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

LEI espacio invariante por traslacién %

El espacio invariante por traslacién Vé
Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

@ La sucesion {¢(t — n)}pez es una base de Riesz de Vg
@ ( es continua en R

o Laserie Y 00 |p(t— n)|? estd uniformemente acotada en R

La suma puntual f(t) = > ., anp(t — n) define una funcién
continua en R

LICM?2010
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en V2

LEI espacio invariante por traslacién %

Vg es un espacio de Hilbert con nicleo reproductor
Los funcionales evaluacién en V£ estan acotados

Para cada t € R fijo se tiene:

|f”2 2 2
f(t E (t — feV;.
| ( = ||¢|| |90 n ) € %)

Convergencia en norma L2(R) implica convergencia puntual, que
resulta ser uniforme en R.

LICM2010
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

LEI espacio invariante por traslacién %

Una dualidad tipo-Fourier: El isomorfismo 7,

Sea 7, : L?(0,1) — V. el isomorfismo definido por

T (e~ 2minw) .= ©(t — n) para cada n € Z. Entonces:

@ Paracada f € Vg se tiene
f(t) = (F. Kt)izo1), teR
donde F =7 fy
Ke(w) = D ot —n)e ™™ = Zo(t, w)

(Zp es la transformada de Zak de ¢)

LICM?2010
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

LEI espacio invariante por traslacién %

Una dualidad tipo-Fourier: El isomorfismo 7,

Sea 7, : L?(0,1) — V. el isomorfismo definido por

T (e~ 2minw) .= ©(t — n) para cada n € Z. Entonces:

@ Paracada f € Vg se tiene
f(t) = <F/ Kt>L2(O71) B t E ]R

donde F =7 fy

[e.9]

Ke(w)= 3 @t — me ™ = Zo(t, w)

n=—0oo

(Zp es la transformada de Zak de ¢)
0 Kiim(w) = e 2™mW K, (w)

LICM?2010
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

LEI espacio invariante por traslacién %

Una dualidad tipo-Fourier: El isomorfismo 7,

Sea 7, : L?(0,1) — V. el isomorfismo definido por
T (e~ 2minw) .= ©(t — n) para cada n € Z. Entonces:

@ Paracada f € Vg se tiene
f(t) = <F/ Kt>L2(O71) B t E ]R

donde F =7 fy

[e.9]

) = > FE e = Z5(ew)
(Zp es la transformada de Zak de ¢)

0 Kiim(w) = e 2™mW K, (w)

o T,[e 2™ F(w)| = f(t — m) donde f = T,(F)

LICM?2010
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en V2

LLos sistemas de convolucién L

Los sistemas de convolucién L;

Para sistemas de convolucién Lf = f « h muy generales:
@ La respuesta impulsional h € L}(R) N L%(R)

@ La respuesta impulsional h es de la forma:

N
h= Z k5(k)(t + dk)
k=0

LICM?2010
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en V2

LLos sistemas de convolucién L

Los sistemas de convolucién L;

Para sistemas de convolucién Lf = f « h muy generales:
@ La respuesta impulsional h € L}(R) N L%(R)

@ La respuesta impulsional h es de la forma:

N
Z Ck5(k t+ dk)
k=0

Para cada f € Vg se tiene
(LE)(t) = (F, ZLp(t,)) 20,1 teR,

donde F = ’];jlf.
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en V2

LLos sistemas de convolucién L

Una expresidn para las muestras

En particular:

(L;f)(rn) = (F,ZLjo(n, ) 12(0.1)
= (F,ZLjp(0,)e ™) 120 1)

= <F,§j(‘)ef2ﬁim'>L2(o,1)

donde gj(w) = (ZLj¢)(0, w).

Recuerdo que:  (ZLjp)(t, w) Z Ljp(t + m)e2mimw

m=—0o0
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en V2

LLos sistemas de convolucién L

Una expresidn para las muestras

En particular:

(L;f)(rn) = <F7Tjs0(rn7 ')>L2(0,1)
(F,ZLjp(0, ')e_2mrn'>L2(o,1)
(F.gi(-)e ™™™} 12(01)
w).

Recuerdo que:  (ZL;p)(t, w) Z Lip(t + m)e2mimw

m=—0o0

(=}

donde gj(w) = (ZLj¢)(0,

Consecuencia:
Hay que estudiar sucesiones del tipo:

{bj(w)e%"’”w} en [2(0,1)

nez, j=12,...;s
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

L Los sistemas de convolucién L;
Sucesiones {b;(w)e*™™™} en L%(0,1)

Sea la sucesién {bj(w)e?™ ™} 7 i—12..s donde b; € L%(0,1)
para j=1,2,...,s.
Sea B la matriz s x r de funciones definidas en (0,1) dada por

bl(W) bl(W—I—%) bl(W_i_r;ri)
bo(w) bo(w+ =) - w4 =1
B(W) = 2(: ) 2( :+ f) b2( + r )
bo(w) be(w+1) o by(wt =)

(consideramos extensiones 1-periddicas de las funciones bj)
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

L Los sistemas de convolucién L;

Sucesiones {b;(w)e*™™™} en L%(0,1)

b1(w) bl(W—i—%) bl(W—i-r%)
by(w) bo(w+ =) - w4 =1
B(W) = 2(: ) 2( :+ f) b2( + r )
bs(w) bs(w+1) o by(w+ =Ly

y las constantes

ag 1= essinf A [B*(w)B(w)]; g := esssup Amax[B*(w)B(w)]
we(0,1/r) we(0,1/r)
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

L Los sistemas de convolucién L;

Sucesiones {b;(w)e*™™™} en L%(0,1)

b1(w) bl(W—i—%) bl(W—i-r%)
by(w) bo(w+ =) - w4 =1
B(W) = 2(: ) 2( :+ f) b2( + r )
bs(w) bs(w+1) o by(w+ =Ly

y las constantes

ag 1= essinf A [B*(w)B(w)]; g := esssup Amax[B*(w)B(w)]
we(0,1/r) we(0,1/r)

Amin (Amax) denota el autovalor mas pequefio (mds grande) de la
matriz B*(w)B(w)
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V2

Se verifica el siguiente resultado:

o La sucesién {bj(w)ezﬂ"'”""},,ez, j=1,2,..s €S un sistema
completo en L2(0,1) si y sélo si el rango de la matriz B(w) es
ra.e.en (0,1/r).
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V2

Se verifica el siguiente resultado:

o La sucesién {bj(w)ezﬂ"'”""}nez, j=1,2,...s €S un sistema
completo en L2(0,1) si y sélo si el rango de la matriz B(w) es
ra.e.en (0,1/r).

o La sucesidn {bj(w)ez’”""""},,ez, j=1,2,....s € una sucesién
Bessel en L%(0,1) si y sélo si b; € L>(0,1) para j=1,...,s
(o equivalentemente, g < o0). En este caso, la cota Bessel
6ptima es Og/r.
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en V2

LMuestreo generalizado regular en V‘,

Se verifica el siguiente resultado:

o La sucesién {bj(w)e*™ ™}, cy 12 s e€s un sistema
completo en L2(0,1) si y sélo si el rango de la matriz B(w) es
rae.en (0,1/r).

o La sucesién {bj(w)ezﬂ"'”""},,EZ j=1.2,..,s €5 Una sucesion
Bessel en L?(0,1) si y sélo si b; € L>°(0,1) para j=1,...,s
(o equivalentemente, g < o0). En este caso, la cota Bessel
6ptima es Og/r.

Una sucesién {f,}2°; en un espacio de Hilbert H es una sucesién
Bessel si existe una constante B > 0 tal que

Z\ f, f)|2 < B||f|?, paratodo f € H
k=1
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V2

Se verifica el siguiente resultado:

o La sucesién {bj(w)ezﬂ"'”""}nez, j=1,2,...s €S un sistema
completo en L2(0,1) si y sélo si el rango de la matriz B(w) es
ra.e.en (0,1/r).

o La sucesidn {bj(w)ez’”""""},,ez, j=1,2,....s € una sucesién
Bessel en L%(0,1) si y sélo si b; € L>(0,1) para j=1,...,s
(o equivalentemente, g < o0). En este caso, la cota Bessel
6ptima es Og/r.

o La sucesién {bj(w)e* MW} 7 i_12 s esun frameen
L2(0,1) si y sélo si 0 < ag < g < oco. En este caso, las cotas
frame ptimas son ag/r and (g/r.
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V2

Se verifica el siguiente resultado:

o La sucesién {bj(w)e*™ ™}, cy 12 s e€s un sistema
completo en L2(0,1) si y sélo si el rango de la matriz B(w) es
rae.en (0,1/r).

o La sucesién {bj(w)ezﬂ"'”""},,EZ j=1.2,..,s €5 Una sucesion
Bessel en L?(0,1) si y sélo si b; € L>°(0,1) para j=1,...,s
(o equivalentemente, g < o0). En este caso, la cota Bessel
6ptima es Og/r.

o La sucesidn {bj(w)ez’”'r"""},,ez, j=1.2,..,s €s un frame en
L2(0,1) siy sélo si 0 < ag < B < co. En este caso, las cotas
frame Sptimas son ag/r and [g/r.

Una sucesién {f;}2°; en un espacio de Hilbert H is a frame si
existen constantes A, B > 0 (cotas frame) tales que

AlFIZ <> IF f)? < Bf]*,  paratodo f € H

k=1
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V.

Se verifica el siguiente resultado:

o La sucesién {bj(w)ezﬂ"'”""}nez, j=1,2,...s €S un sistema
completo en L2(0,1) si y sélo si el rango de la matriz B(w) es
ra.e.en (0,1/r).

o La sucesidn {bj(w)ez’”""""},,ez, j=1,2,....s € una sucesién
Bessel en L%(0,1) si y sélo si b; € L>(0,1) para j=1,...,s
(o equivalentemente, g < o0). En este caso, la cota Bessel
6ptima es Og/r.

o La sucesién {bj(w)e* MW} 7 i_12 s esun frameen
L2(0,1) si y sélo si 0 < ag < g < oco. En este caso, las cotas
frame ptimas son ag/r and (g/r.

o La sucesién {bj(w)e2”"'”""},,627 j=1.2,..,s €s una base de Riesz
de L2(0,1) si y sélo si es un framey s = r.
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V.

Muestreo generalizado regular en V,ﬁ

Dada f € Vg, para cada j =1,2,...,s tenemos que

(£if)(m) = (FC). () e 2™ Yooy
r—1

= (D F(w+k/r) gi(w+k/r),e ™™, 1/ns NEL,
k=0

donde F =7 f y gj(w) = (ZLj)(0, w).
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V.

Muestreo generalizado regular en V,ﬁ

Entonces,

G(w)F(w) = f(Z(ﬁﬁ)(rn)e*%"mW, . .,z:(L',sf)(rn)efz’”"”‘"’)T

n€Z nez
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en V2

LMuestreo generalizado regular en V,

Muestreo generalizado regular en V,ﬁ

Entonces,

G(w)F(w) = r( Y (L1f)(rm)e 27m N7 (LsF)(rn)e2mim) |

n€Z n€eZ

r—1

)"

Supongamos que gj € L>°(0,1), y sea a := [a1(w), ..., as(w)] un
vector con entradas en L>°(0,1) tal que

F(w) := (F(w), F(w + %), L F(w+

[a1(w),...,as(w)] G(w) =[1,0,...,0] a.e.en (0,1).
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. 2
LMuestreo generalizado regular en V.

Muestreo generalizado regular en V,ﬁ

Entonces,

F(w) = 30 ST ()8, () e 2™ ) oy ai(w)e 2

nez j=1

= rZZ(ﬁjf)(rn)aj(w)ef%ﬂ'nrw en L2(0, 1)

neZ j=1

LICM?2010



Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

LTeorl’a hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V.

Muestreo generalizado regular en V,ﬁ
Entonces,

F(w) = 30 ST ()8, () e 2™ ) oy ai(w)e 2

nez j=1

= rZZ(ﬁjf)(rn)aj(w)ef%ﬂ'nrw en L2(0, 1)

neZ j=1

Consecuencia:

Las sucesiones {gj(w) e 2™} y {ra;j(w)e 2"M"} son frames
duales en L2(0,1)

LICM?2010
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en V2

LMuestreo generalizado regular en V‘,

Muestreo generalizado regular en V,ﬁ

Consecuencia:

Las sucesiones {gj(w) e=2™"} y {ra;j(w)e 2"™M"} son frames
duales en L2(0,1)

Los frames {f,}2°; y {gk}?2, son frames duales en H si se
verifica alguno de los desarrollos (equivalentes):

=> (f.fden=> (f.a)fc, fEH
k=1 k=1
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V.

Muestreo generalizado regular en V,ﬁ

El isomorfismo 7, da la siguiente férmula de muestreo en Vg:

f(t)=Tp[r)y > (Lif)(m)aj(w)e 2" (t)

neZ j=1
= r 33 (L) ()T [ )e 2 (1)
nez j=1
=r) > (Lif)(rn)(Tpa;)(t — rn)
nez j=1
=> ) (Lif)(rn)Sja(t —rn) en V2
neZ j=1
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V.

Un teorema de muestreo generalizado regular

Supongamos que la funcién gj = ZL;p(0, -) pertenece a L>°(0,1)
(= Bg < ) para j =1,2,...,s. Son condiciones equivalentes:

O og>0

@ Existe un frame en V£ de la forma {Sja(t — rn)}nez, j=12,...
tal que, para todo f € V2,

F=32 3 (L) (m) Sjal- =) en L2(R)

neZ j=1

© Existen funciones a; € L>(0,1), j =1,2,...,s, tal que

[a1(w), ..., as(w)] G(w) =[1,0,...,0]
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V2

Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:

@ S5ia= ngo(aj), j=12,...,s, ie,
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V2

Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:
@ S5ia= ngo(aj), j=12,...,s, ie,

Sja(t) =rY (aj(w),e>™™)p(t—n) =Y di(n)p(t—n), t €R

nez neZ
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V2

Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:
@ Sja= rT@(aj), j=12,...,s, ie,
@ La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V.

Comentarios al teorema
En las condiciones del teorema:
@ Sja= rT@(aj), j=12,...,s, ie,
@ La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R

@ Los frames duales con la misma estructura se obtienen a
partir de la primera fila de las matrices:

A(w) = G'(w) + U(w)[ls — G(w)G'(w)],

donde Gf(w) = [G*(W)G(W)]_IG*(W) y U(w) es cualquier
matrix r X s con entradas en L*°(0, 1)
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V.

Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:
@ Sja= rT@(aj), j=12,...,s, ie,
@ La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R

@ Los frames duales con la misma estructura se obtienen a
partir de la primera fila de las matrices:

A(w) = G'(w) + U(w)[ls — G(w)G'(w)],

donde Gf(w) = [G*(W)G(W)]_IG*(W) y U(w) es cualquier
matrix r X s con entradas en L*°(0, 1)

@ Si r = s entonces {Sja(t — sn)}ncz, j=1,2,..s € una base de
Riesz en ng. La primera fila de la matriz G™1(w) nos da las
funciones a;j(w).
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V2

Comentarios al teorema

Interpretacion en términos de filtros digitales:

F(£) =D (Lif)(rn)Sja(t — r)

j=1 nez
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. 2
LMuestreo generalizado regular en V2

Comentarios al teorema
Interpretacion en términos de filtros digitales:

F(£) =D (Lif)(rn)Sja(t — r)

j=1 nez

Sja(t) =Y di(k)e(t — k)

keZ
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V2

Comentarios al teorema

Interpretacion en términos de filtros digitales:

F(£)=> > (Lif)(rn)Sja(t — m)

j=1 nez

=3 { Z > (L) (rn)di(m — rn)}cp(t —m)

mezZ  j=1 neZ
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L Teoria hilbertiana de muestreo generalizado en Vé

. 2
LMuestreo generalizado regular en V.

Comentarios al teorema
Interpretacion en términos de filtros digitales:

F(£)=> > (Lif)(rn)Sja(t — m)

j=1 nez

=3 { Z > (L) (rn)di(m — rn)}cp(t —m)

mezZ  j=1 neZ

:Zcm@(t—m)

meZ
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los espacios invariantes por traslacion V2, 1 < p < oo

Para 1 < p < oo definimos:

V5 =span sy {p(t — n)}tnez

Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los espacios invariantes por traslacion V2, 1 < p < oo

Para 1 < p < oo definimos:

V5 =span sy {p(t — n)}tnez

Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

o Laserie Y 2 |p(t—n)| estd uniformemente acotada en R
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los espacios invariantes por traslacion V2, 1 < p < oo

Para 1 < p < oo definimos:

VD= spaan(R){SO(t —n)}nez l

Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

o Laserie > ° _ |o(t— n)| estd uniformemente acotada en R

Es decir, ¢ € L2(R) J
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los espacios invariantes por traslacion V2, 1 < p < oo

Para 1 < p < oo definimos:

V5 =3span o) {¢(t — n)}tnez

Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :
o Laserie > ° _ |o(t — n)| estd uniformemente acotada en R

Es decir, ¢ € L7(R) J

f € LP(R) si y sdlo si Z |f(t —n)| € LP[0,1], 1 <p < o0

n=—oo

LP(R) espacio de Banach con  |f], := || Z |f(t— n)|HLP[0,1]
neZ
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los espacios invariantes por traslacion V2, 1 < p < oo

Para 1 < p < oo definimos:

V5 =3span o) {¢(t — n)}tnez

Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :
o Laserie > ° _ |o(t — n)| estd uniformemente acotada en R

Es decir, ¢ € L7(R) J
Paral < p' < p < oo,

LP(R) C LP(R)
L>(R) C LP(R) C £P(R) C LY(R) = L*(R)
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los espacios invariantes por traslacion V2, 1 < p < oo

Para 1 < p < oo definimos:

V5 =span sy {p(t — n)}tnez

Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

o Laserie Y 2 |p(t—n)| estd uniformemente acotada en R

o La sucesién {¢(t — n)}nez es una p-base de Riesz de V5
(o ¢ tiene shifts LP-estables)
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los espacios invariantes por traslacion V2, 1 < p < oo

Para 1 < p < oo definimos:

V5 =3span o) {¢(t — n)}tnez

Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

o Laserie ) 2 |p(t—n)| estd uniformemente acotada en R
o La sucesién {¢(t — n)}nez es una p-base de Riesz de V5
(o ¢ tiene shifts LP-estables)

Existen constantes 0 < A < B tales que:

Allallee < 1D anip(t — n)lr < Bllaller
nez

para toda sucesién a € (P(Z)sil < p<oo,0a€ (Z)si p=oc0
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LMuestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Los espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los espacios invariantes por traslacion V2, 1 < p < oo

Para 1 < p < oo definimos:

VD= spaan(R){SO(t —n)}nez J

Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

o Laserie >.°° _ |p(t— n)| estd uniformemente acotada en R

n=—oo
o La sucesién {¢(t — n)}nez es una p-base de Riesz de V5
(o ¢ tiene shifts LP-estables)

Concepto LP-estabilidad es independiente de p (para ¢ € L>(R)) )
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los espacios invariantes por traslacion V2, 1 < p < oo

Para 1 < p < oo definimos:

V5 =span sy {p(t — n)}tnez

Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

o Laserie Y 2 |p(t—n)| estd uniformemente acotada en R

o La sucesién {¢(t — n)}nez es una p-base de Riesz de V5
(o ¢ tiene shifts LP-estables)

@ ( es continua en R
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los espacios invariantes por traslacion V2, 1 < p < oo

Para 1 < p < oo definimos:

V5 =span sy {p(t — n)}tnez

Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

o Laserie Y 2 |p(t—n)| estd uniformemente acotada en R

o La sucesién {¢(t — n)}nez es una p-base de Riesz de V5
(o ¢ tiene shifts LP-estables)

@ ( es continua en R

La suma puntual f(t) = >, .z anp(t — n) define una funcién
continua en R
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los espacios invariantes por traslacion V2, 1 < p < oo

Para 1 < p < oo definimos:

V5 =3span o) {¢(t — n)}tnez

Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

o Laserie ) 2 |p(t—n)| estd uniformemente acotada en R
o La sucesién {¢(t — n)}nez es una p-base de Riesz de V5

(o ¢ tiene shifts LP-estables)
@ ( es continua en R

VE = {Zangp(t—n) ; {a,,}ef”(Z)} 1<p<x

nezZ

Voo = {Zan o(t—n) : {a,} € Co(Z)}

neZ
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los sistemas de convolucién L;

Distinguimos dos tipos de sistemas L:
@ La respuesta impulsional h € £}(R) = L}(R)
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los sistemas de convolucién L;

Distinguimos dos tipos de sistemas L:
@ La respuesta impulsional h € £}(R) = L}(R)

@ La respuesta impulsional h es de la forma:
N

Z Ck5(k t+ dk)
k=0

(En este caso suponemos que (V) existe en R, y que

S nez |9 (t — n)| estd uniformemente acotada en R para
cada kzO,l,...,N)
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

LLos espacios invariantes por traslacién VP, 1 < p < oo

Los sistemas de convolucién L;

Distinguimos dos tipos de sistemas L:
@ La respuesta impulsional h € £}(R) = L}(R)

@ La respuesta impulsional h es de la forma:

N
Z Ck5(k t+ dk)
k=0

Para estos sistemas L, la sucesién {(ﬁgp)(n)}nEZ € /X(z) J

<H{(h * (p)(n)}HGZHgl < ’Ml“ﬂ‘oo)
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién
L Muestreo en VP (1< p< o)

Muestreo en span{p(t — n)},ez

Sea G la matriz s x r de funciones definidas en [0, 1) dada por

gi(x) alx+1) - alx+5h)
G(x) = g2$X) g2(X:+ 0o gz(x—|'— )
g(x) gs(x+1) - glx+51)

gi(x) = Z(Cjcp)(n)e_zm'”x € A (Algebra de Wiener), j=1,...,s

n€eZ
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién
L Muestreo en VP (1< p< o)

Muestreo en span{p(t — n)},ez

Sea G la matriz s x r de funciones definidas en [0, 1) dada por

g1(x) al(x+%) gl(X—i-ﬁ)
G(x) == ngx) gz(X:Jrr) g2(XJ:Fr)
gs(x) g(x+7) o g(x+ )

gi(x) = Z(ngp)(n)e_2”inx c A (Algebra de Wiener), j=1,...,s
neZ

Existe d := [d1(x), d2(x), . .., ds(x)] con dj € A tal que:
[d1(x), da(x), . .., ds(x)] G(x) = [1,0,...,0]

si y sélo si rango[G(x)] = r para todo x € R
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p<o0)

Muestreo en span{p(t — n)},ez

En el caso en que rango[G(x)] = r para todo x € R, todas las
soluciones de

[d1(x), da(x), ..., ds(x)] G(x) = [1,0,...,0]
con entradas en A vienen dadas por la primera fila de la matrices:
D(w) = G'(w) + U(w)[ls — G(w)G'(w)],

donde Gf(w) = [G*(W)G(W)TIG*(W) y U(w) es cualquier
matrix r x s con entradas en A
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p<o0)

Muestreo en span{p(t — n)},ez

f(t) = Z anp(t — n) € span{p(t —n)} — F(x) = Zane—zmnx
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p<o0)

Muestreo en span{p(t — n)},ez

-
G(x)F(x) = f(Z(Elf)(rn)ezﬂir"X, . .,Z(ﬁsf)(rn)ezm"”x>

neZ nez
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p<o0)

Muestreo en span{p(t — n)},ez

-
G(x)F(x) = f(Z(Elf)(rn)ezﬂir"X, . .,Z(ﬁsf)(rn)ezm"”x>

neZ nez
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p<o0)

Muestreo en span{p(t — n)},ez

-
G(x)F(x) = f(Z(Elf)(rn)ezﬂir"X, . .,Z(ﬁsf)(rn)ezm"”x>

neZ nez

Multiplicando por un [di(x), d2(x),...,ds(x)] con dj € A
apropiado:

F(x)=rY > (Lif)(rn) di(x) e >™™  en A

Jj=1 neZ
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p<o0)

Muestreo en span{p(t — n)},ez

Multiplicando por un [di(x), da2(x),...,ds(x)] con dj € A
apropiado:

F(x)=rY > (Lif)(rn) di(x) e >™™  en A

Jj=1 neZ

Como la aplicacién:

A . — LR
F(x) = Spane ™™ s £(t) = 5,200t — 1) = ' 2

es lineal y acotada (|| *’ al|p < |¢|sollalln)
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p< o)

Muestreo en span{p(t — n)},ez

Multiplicando por un [di(x), da2(x),...,ds(x)] con dj € A
apropiado:

F(x)=rY Y (Lif)(rn) di(x) e >™™ en A

j=1 nez

Finalmente:

f =33 (Lif)(rm)Sja(-— ) en LP(R)

j=1 nez

donde R R
Sia(t) =r>_di(n)p(t—n) =+ d;

nez
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p< o)

Muestreo en V? (1 < p < o)

span{(t — n)}nez es denso en V. y el operador muestreo Iy
acotado

fg: V& — W
f — Fdf = ijl EnEZ(ﬁff)(rn)vad(' — rn)
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p< o)

Muestreo en V? (1 < p < o)

span{(t — n)}nez es denso en V. y el operador muestreo Iy
acotado

fg: V& — W
f — Fdf = ijl EnEZ(ﬁff)(rn)vad(' — rn)

(L) (rm)}lee < Gillfllp ya que [[{(h; * F)(n)}| o < [hilql I, -

Finalmente, se utiliza que: ||¢ *" a||p < |¢]so]|al|ee
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p< o)

Muestreo en V? (1 < p < o)

span{(t — n)}nez es denso en V. y el operador muestreo Iy
acotado

fg: V& — W
f — Fdf = ijl EnEZ(ﬁff)(rn)vad(' — rn)

Tomando {fy} € span{¢(t — n)}pez con fy — f € VB, como

If = Tafllp = [If = fv +Tafy = Tafllp < (1 + Tl IF = fullp
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p< o)

Muestreo en V? (1 < p < o)

span{(t — n)}nez es denso en V. y el operador muestreo Iy
acotado

fg: V& — W
f — Fdf = ijl EnEZ(ﬁff)(rn)vad(' — rn)

se obtiene,

F(£) =YY (Lif)(m)Sja(t—m), teR.

j=1 nez

Convergencia en LP(R), absoluta y uniforme en R.

LICM2010



Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p< o)

Muestreo en V,f;c

Andlogamente, span{p(t — n)}nez es denso en V° y el operador
muestreo 4 acotado

Mg: Ve — Ve
f — Fdfzzjs.zl Y onez(Lif)(rn)S;a(- — )

(estamos suponiendo que ¢, (%) € C(R) se anulan en oo,
0<k<m)
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p< o)

Muestreo en VSC

Andlogamente, span{p(t — n)}nez es denso en V° y el operador
muestreo 4 acotado

fg: Ve — V2
foor— Taf =377 13 en(Lif)(rn)Sja(- — m)

(estamos suponiendo que ¢, (%) € C(R) se anulan en oo,
0< k<m)

Para cada f € Vgo se tiene:

S

F(t)=> > (Lif)(rm)Sja(t —rn), teR.

j=1 nez

Convergencia absoluta y uniforme en R.

LICM?2010




Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en VP (1< p< o)

Muestreo estable en V(1 < p < o0)

Recuperacién estable de f € V5 (1 < p < o) a partir de la

sucesién de muestras {(L;f)(rn)} _, 128"

Para 1 < p < oo, existen constantes 0 < A, < B, tales que:

Aollflly < DL ) ()} nezller < Bollfllp, £ € VE.
j=1
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en Vi, (c0)

Muestreo en V,(00)

Vip(00) =9 > ane(t — n) : {an} € £(Z)

nezZ
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Teoria de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en Vi (00)

Muestreo en V,(00)

Volo) = { Lanele =) : {2} < (@)} |

nez

Supongamos que:

o o€ C(R)N W(L>,t)

@ Se verifican las condiciones del teorema de muestreo en
span{p(t — n)}pez, i-e., hj € LY(R) y rango[G(x)] = r, para
todo x € R

o oW e C(R)N W(L>,¢), 1< k < m, si aparecen derivadas
hasta orden m en los sistemas de convolucién

donde W(L®, (') denota el espacio amalgama de Wiener:

W(LOO7£1) = {f : ||fHW = Z HfX[n,n—i-l)HOO < OO}

nez
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en Vi (00)

Muestreo en V,(00)

Volo) = { Lanelt =) : {2} € @)}

nezZ

@y Sjqen W (L, ¢') implica la convergencia uniforme en
compactos de las series:

Yolet=n)l vy D ISalt—n), j=12...s

nez neZ

(Il + allw < [lellw llally)
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en Vi (00)

Muestreo en V,(00)

Volo) = { Lanelt =) : {2} € @)}

nezZ

Para toda f € V,,(00) se tiene:

F(£) =Y (Lif)(m)Sja(t—m), teR.

j=1 nez

Convergencia absoluta y uniforme en compactos de R.
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién
[ 3
Muestreo en V(,(oc0)

Muestreo en V,(00)

Volo) = { Lanelt =) : {2} € @)}

nezZ

Para toda f € V,,(00) se tiene:

F(£) =Y (Lif)(m)Sja(t—m), teR.

j=1 nez

Convergencia absoluta y uniforme en compactos de R.

Si f € V,(00), existe {fq} C span{¢(t — n)}nez tal que fg — f
uniformemente en compactos de R y sup,, || fy|oo < 0.
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L Muestreo en LP espacios invariantes por traslacién

L Muestreo en Vi (00)

Muestreo en V,(00)

Volo) = { Lanelt =) : {2} < @)}

nez

Para toda f € V,(c0) se tiene:

f(t) = ZZ(Ejf)(rn)Sj,d(t —rm), teR.

j=1 nez

Convergencia absoluta y uniforme en compactos de R.

Habria que tomar limites en:

f(0) = 30 S (Lif)(m)Sjalt — ), tER.

j=1 nez
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