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1 Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon
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Teoŕıa de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslación

Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Teoŕıa de muestreo: motivación matemática

En un espacio de Hilbert separable H se define un operador de
muestreo lineal y acotado M:

M : H −→ `2(N)
x 7−→ {Mx(n)}∞n=1 = {〈x , xn〉}∞n=1
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Teoŕıa de muestreo: motivación matemática

En un espacio de Hilbert separable H se define un operador de
muestreo lineal y acotado M:

M : H −→ `2(N)
x 7−→ {Mx(n)}∞n=1 = {〈x , xn〉}∞n=1

Problema:

Recuperación estable de x ∈ H a partir de la sucesión {〈x , xn〉}∞n=1
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Teoŕıa de muestreo: motivación matemática

En un espacio de Hilbert separable H se define un operador de
muestreo lineal y acotado M:

M : H −→ `2(N)
x 7−→ {Mx(n)}∞n=1 = {〈x , xn〉}∞n=1

La sucesión {xn}∞n=1 debe ser un frame en H:

Existen constantes A,B > 0 (cotas frame) tal que:

A‖x‖2 ≤
∞∑

n=1

|〈x , xn〉|2 ≤ B‖x‖2 , ∀x ∈ H

Bases de Riesz y ortonormales, casos particulares de frames
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Teoŕıa de muestreo: motivación matemática

En un espacio de Hilbert separable H se define un operador de
muestreo lineal y acotado M:

M : H −→ `2(N)
x 7−→ {Mx(n)}∞n=1 = {〈x , xn〉}∞n=1

Aplicación al muestreo en un espacio de Hilbert funcional H:

La sucesión {〈x , xn〉H}∞n=1 es una sucesión de muestras {f (tn)}∞n=1

de la función f ∈ H, función relacionada con x ∈ H
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Teoŕıa clásica de muestreo

Teoŕıa clásica de muestreo

Funciones bandalimitada: Espacios de Paley-Wiener

PWπ :=

{
f ∈ L2(R) | supp f̂ ⊆ [−π, π]

}
= F−1

(
L2[−π, π]

)
,
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Teoŕıa clásica de muestreo

Teoŕıa clásica de muestreo

Funciones bandalimitada: Espacios de Paley-Wiener

PWπ :=

{
f ∈ L2(R) | supp f̂ ⊆ [−π, π]

}
= F−1

(
L2[−π, π]

)
,

Para cada f ∈ PWπ,

f (t) =
〈
f̂ ,

e−itw

√
2π

〉
L2[−π,π]

, t ∈ R .
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Teoŕıa clásica de muestreo

Teoŕıa clásica de muestreo

Funciones bandalimitada: Espacios de Paley-Wiener

PWπ :=

{
f ∈ L2(R) | supp f̂ ⊆ [−π, π]

}
= F−1

(
L2[−π, π]

)
,

Para cada f ∈ PWπ,

f (t) =
〈
f̂ ,

e−itw

√
2π

〉
L2[−π,π]

, t ∈ R .

PWπ es un espacio de Hilbert con núcleo reproductor (RKHS):
Para cada t ∈ R se verifica

|f (t)| ≤ ‖f ‖L2(R) , f ∈ PWπ
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Teoŕıa clásica de muestreo

Teoŕıa clásica de muestreo

Funciones bandalimitada: Espacios de Paley-Wiener

PWπ :=

{
f ∈ L2(R) | supp f̂ ⊆ [−π, π]

}
= F−1

(
L2[−π, π]

)
,

{f (a + n)}n∈Z ←→
{〈

f̂ ,
e−i(n+a)w

√
2π

〉
L2[−π,π]

}
n∈Z
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Teoŕıa clásica de muestreo

Teoŕıa clásica de muestreo

Funciones bandalimitada: Espacios de Paley-Wiener

PWπ :=

{
f ∈ L2(R) | supp f̂ ⊆ [−π, π]

}
= F−1

(
L2[−π, π]

)
,

{f (a + n)}n∈Z ←→
{〈

f̂ ,
e−i(n+a)w

√
2π

〉
L2[−π,π]

}
n∈Z

Teorema de Shannon

f (t) =
∞∑

n=−∞
f (n + a)

senπ(t − n − a)

π(t − n − a)
, t ∈ R
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Teoŕıa clásica de muestreo

Teoŕıa clásica de muestreo

Funciones bandalimitada: Espacios de Paley-Wiener

PWπ :=

{
f ∈ L2(R) | supp f̂ ⊆ [−π, π]

}
= F−1

(
L2[−π, π]

)
,

Muestreo irregular

{f (tn)}n∈Z ←→
{〈

f̂ ,
e−itnw

√
2π

〉
L2[−π,π]

}
n∈Z{

e−itnw

√
2π

}
base de Riesz o frame en L2[−π, π]
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Teoŕıa clásica de muestreo

Una prueba debida a Hardy (1941): Dualidad de Fourier

F : PWπ ←→ L2[−π, π]

UCM2010
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Teoŕıa clásica de muestreo

Una prueba debida a Hardy (1941): Dualidad de Fourier

F : PWπ ←→ L2[−π, π]

Desarrollamos f̂ en la base ortonormal {e−i(n+a)w/
√

2π}n∈Z
de L2[−π, π]:

f̂ =
∑
n∈Z
〈f̂ , e−i(n+a)w

√
2π

〉L2[−π,π]
e−i(n+a)w

√
2π

=
∑
n∈Z

f (n+a)
e−i(n+a)w

√
2π

Aplicando la transformada de Fourier inversa F−1:

f (t) =
∑
n∈Z

f (n + a)F−1
(e−i(n+a)w

√
2π

)
(t)

=
∑
n∈Z

f (n + a)
sinπ(t − n − a)

π(t − n − a)
en L2(R)
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

La hipótesis de ser una señal bandalimitada está en
contradicción con la idea de señal de duración finita

La operación de bandalimitar una señal genera oscilaciones de
Gibbs

La función seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los cálculos en el dominio temporal

El seno cardinal es una función bien localizada en frecuencia
pero, muy mal localizada en tiempo
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Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

Matemáticamente, se corresponde con multiplicar el espectro de la
señal por χ[−π,π], lo que equivale en el dominio temporal a
convolucionar con la función senc, que no se anula en el intervalo
(−∞, 0). En la práctica no se puede construir, de manera exacta,
tal filtro ya que ello implicaŕıa conocer el futuro para calcular la
salida del filtro en el momento actual (el filtro no es causal o
f́ısicamente realizable):

(f ∗ senc)(t) =

∫ ∞
−∞

f (t − x) senc x dx , t ∈ R .

La hipótesis de ser una señal bandalimitada está en
contradicción con la idea de señal de duración finita
La operación de bandalimitar una señal genera oscilaciones de
Gibbs
La función seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los cálculos en el dominio temporal
El seno cardinal es una función bien localizada en frecuencia
pero, muy mal localizada en tiempo
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La operación de bandalimitar una señal genera oscilaciones de
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Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

La hipótesis de ser una señal bandalimitada está en
contradicción con la idea de señal de duración finita

Una función bandalimitada puede extenderse a todo C resultando
una función entera que no podrá anularse en un intervalo de R
salvo que sea la función nula

La operación de bandalimitar una señal genera oscilaciones de
Gibbs

La función seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los cálculos en el dominio temporal
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Teoŕıa de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslación
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Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

La hipótesis de ser una señal bandalimitada está en
contradicción con la idea de señal de duración finita

La operación de bandalimitar una señal genera oscilaciones de
Gibbs

La función seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los cálculos en el dominio temporal

Por ejemplo, si queremos calcular f (1/2) a partir de la sucesión de

muestras {f (n) + εn}n∈Z, el error que se comete
∣∣∑∞

n=−∞
(−1)nεn
π( 1

2
−n)

∣∣,
podŕıa ser infinito incluso cuando |εn| ≤ ε, para todo n ∈ Z

El seno cardinal es una función bien localizada en frecuencia
pero, muy mal localizada en tiempo
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

La hipótesis de ser una señal bandalimitada está en
contradicción con la idea de señal de duración finita

La operación de bandalimitar una señal genera oscilaciones de
Gibbs

La función seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los cálculos en el dominio temporal

El seno cardinal es una función bien localizada en frecuencia
pero, muy mal localizada en tiempo

∫ ∞
−∞

t2| senc t|2dt = +∞
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

Escoger un generador ϕ con buenas propiedades y desarrollar
una teoŕıa de muestreo en el espacio:

V 2
ϕ =

{∑
n∈Z

an ϕ(t − n) : {an} ∈ `2(Z)
}
⊂ L2(R) .
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

Escoger un generador ϕ con buenas propiedades y desarrollar
una teoŕıa de muestreo en el espacio:

V 2
ϕ =

{∑
n∈Z

an ϕ(t − n) : {an} ∈ `2(Z)
}
⊂ L2(R) .

Ejemplos

1 ϕ = sinc =⇒ V 2
ϕ = PWπ

2 ϕ = Nm donde Nm es el B-spline de orden m − 1, i.e.,
Nm := N1 ∗ N1 ∗ · · · ∗ N1 (m veces) donde N1 := χ[0,1]

3 ϕ es la función escala de un MRA (Wavelets)
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

Escoger un generador ϕ con buenas propiedades y desarrollar
una teoŕıa de muestreo en el espacio:

V 2
ϕ =

{∑
n∈Z

an ϕ(t − n) : {an} ∈ `2(Z)
}
⊂ L2(R) .

Ampliar la teoŕıa de muestreo anterior a otros espacios:

V p
ϕ =

{∑
n∈Z

an ϕ(t − n) : {an} ∈ `p(Z)
}
⊂ Lp(R) , 1 ≤ p <∞ ,

V∞ϕ =
{∑

n∈Z
an ϕ(t − n) : {an} ∈ c0(Z)

}
⊂ L∞(R) ,

Vϕ(∞) =
{∑

n∈Z
an ϕ(t − n) : {an} ∈ `∞(Z)

}
⊂ L∞(R) .
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Teoŕıa clásica de muestreo de Shannon

Inconvenientes de la teoŕıa de muestreo de Shannon

1 Los espacios invariantes por traslación en matemáticas:
Aproximación mediante espacios invariantes por traslación
Esquemas de aproximación v́ıa interpolación cardinal,
cuasi-interpolación, proyectores, convolución, operadores
integrales

2 Muestreo en espacios invariantes por traslación:
Muestreo regular, irregular, generalizado (average sampling),
multivariado.
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integrales
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multivariado.
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Teoŕıa hilbertiana de muestreo generalizado en V 2
ϕ

El problema del muestreo generalizado

Se considera un espacio invariante por traslación V 2
Φ en L2(Rd)

con p generadores (estables) Φ := {ϕl}pl=1

V 2
Φ := spanL2(Rd )

{
ϕl(t − α) : α ∈ Zd , l = 1, 2, . . . , p

}
=
{ p∑

l=1

∑
α∈Zd

al ,αϕl(t − α) : {al ,α}α∈Zd ∈ `2(Zd)
}

UCM2010
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Teoŕıa hilbertiana de muestreo generalizado en V 2
ϕ

El problema del muestreo generalizado

Se considera un espacio invariante por traslación V 2
Φ en L2(Rd)

con p generadores (estables) Φ := {ϕl}pl=1

V 2
Φ := spanL2(Rd )

{
ϕl(t − α) : α ∈ Zd , l = 1, 2, . . . , p

}
=
{ p∑

l=1

∑
α∈Zd

al ,αϕl(t − α) : {al ,α}α∈Zd ∈ `2(Zd)
}

Dados s sistemas de convolución Lj actuando en V 2
Φ, i.e.,

Lj f = f ∗ hj , f ∈ V 2
Φ
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Teoŕıa hilbertiana de muestreo generalizado en V 2
ϕ

El problema del muestreo generalizado

Se considera un espacio invariante por traslación V 2
Φ en L2(Rd)

con p generadores (estables) Φ := {ϕl}pl=1

Problema del muestreo generalizado:

Recuperar, de manera estable, toda función f ∈ V 2
Φ a partir de la

sucesión de muestras

{(Lj f )(Mα)}α∈Zd , j=1,2,...,s

tomadas en un ret́ıculo MZd de Rd (M matriz con entradas en Z
y detM > 0), mediante una fórmula del tipo:

f (t) =
s∑

j=1

∑
α∈Zd

(Lj f )(Mα)Sj(t −Mα) , t ∈ Rd
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Teoŕıa hilbertiana de muestreo generalizado en V 2
ϕ

Caso de una variable

Consideramos un espacio invariante por traslación en L2(R) con
generador (estable) ϕ ∈ L2(R):

V 2
ϕ := spanL2(R){ϕ(t−n)}n∈Z =

{∑
n∈Z

anϕ(t−n) : {an} ∈ `2(Z)
}

Dados s sistemas de convolución Lj actuando en V 2
ϕ

Recuperar, de manera estable, toda función f ∈ V 2
ϕ a partir de la

sucesión de muestras

{(Lj f )(rn)}n∈Z, j=1,2,...,s .
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Teoŕıa hilbertiana de muestreo generalizado en V 2
ϕ

El espacio invariante por traslación V 2
ϕ

El espacio invariante por traslación V 2
ϕ

Suponemos las siguientes hipótesis sobre el generador ϕ :

La sucesión {ϕ(t − n)}n∈Z es una base de Riesz de V 2
ϕ

ϕ es continua en R
La serie

∑∞
n=−∞ |ϕ(t − n)|2 está uniformemente acotada en R

La suma puntual f (t) =
∑

n∈Z anϕ(t − n) define una función
continua en R

UCM2010
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ϕ

El espacio invariante por traslación V 2
ϕ
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El espacio invariante por traslación V 2
ϕ

V 2
ϕ es un espacio de Hilbert con núcleo reproductor

Los funcionales evaluación en V 2
ϕ están acotados

Para cada t ∈ R fijo se tiene:

|f (t)|2 ≤ ‖f ‖
2

‖Φ‖0

∑
n∈Z
|ϕ(t − n)|2 , f ∈ V 2

ϕ .

Convergencia en norma L2(R) implica convergencia puntual, que
resulta ser uniforme en R.
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El espacio invariante por traslación V 2
ϕ

Una dualidad tipo-Fourier: El isomorfismo Tϕ
Sea Tϕ : L2(0, 1) −→ V 2

ϕ el isomorfismo definido por

Tϕ(e−2πinw ) := ϕ(t − n) para cada n ∈ Z. Entonces:

Para cada f ∈ V 2
ϕ se tiene

f (t) = 〈F ,Kt〉L2(0,1) , t ∈ R

donde F = T −1
ϕ f y

Kt(w) =
∞∑

n=−∞
ϕ(t − n)e−2πinw = Zϕ(t,w)

(Zϕ es la transformada de Zak de ϕ)

Kt+m(w) = e−2πimw Kt(w)

Tϕ
[
e−2πimw F (w)

]
= f (t −m) donde f = Tϕ(F )
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Los sistemas de convolución Lj

Para sistemas de convolución Lf = f ∗ h muy generales:

1 La respuesta impulsional h ∈ L1(R) ∩ L2(R)

2 La respuesta impulsional h es de la forma:

h =
N∑

k=0

ckδ
(k)(t + dk)
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Los sistemas de convolución Lj

Para sistemas de convolución Lf = f ∗ h muy generales:

1 La respuesta impulsional h ∈ L1(R) ∩ L2(R)

2 La respuesta impulsional h es de la forma:

h =
N∑

k=0

ckδ
(k)(t + dk)

Para cada f ∈ V 2
ϕ se tiene

(Lf )(t) = 〈F ,ZLϕ(t, ·)〉L2(0,1) t ∈ R ,

donde F = T −1
ϕ f .
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Los sistemas de convolución Lj

Una expresión para las muestras

En particular:

(Lj f )(rn) = 〈F ,ZLjϕ(rn, ·)〉L2(0,1)

= 〈F ,ZLjϕ(0, ·)e−2πirn·〉L2(0,1)

= 〈F , gj(·)e−2πirn·〉L2(0,1)

donde gj(w) = (ZLjϕ)(0,w).

Recuerdo que: (ZLjϕ)(t,w) =
∞∑

m=−∞
Ljϕ(t + m)e−2πimw
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Los sistemas de convolución Lj

Una expresión para las muestras

En particular:

(Lj f )(rn) = 〈F ,ZLjϕ(rn, ·)〉L2(0,1)

= 〈F ,ZLjϕ(0, ·)e−2πirn·〉L2(0,1)

= 〈F , gj(·)e−2πirn·〉L2(0,1)

donde gj(w) = (ZLjϕ)(0,w).

Recuerdo que: (ZLjϕ)(t,w) =
∞∑

m=−∞
Ljϕ(t + m)e−2πimw

Consecuencia:

Hay que estudiar sucesiones del tipo:{
bj(w)e2πirnw

}
n∈Z, j=1,2,...,s

en L2(0, 1)
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Los sistemas de convolución Lj

Sucesiones {bj(w)e2πirnw} en L2(0, 1)

Sea la sucesión {bj(w)e2πirnw}n∈Z, j=1,2,...,s , donde bj ∈ L2(0, 1)
para j = 1, 2, . . . , s.
Sea B la matriz s × r de funciones definidas en (0, 1) dada por

B(w) :=


b1(w) b1(w + 1

r ) · · · b1(w + r−1
r )

b2(w) b2(w + 1
r ) · · · b2(w + r−1

r )
...

...
...

bs(w) bs(w + 1
r ) · · · bs(w + r−1

r )


(
consideramos extensiones 1-periódicas de las funciones bj

)
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Los sistemas de convolución Lj

Sucesiones {bj(w)e2πirnw} en L2(0, 1)

B(w) :=


b1(w) b1(w + 1

r ) · · · b1(w + r−1
r )

b2(w) b2(w + 1
r ) · · · b2(w + r−1

r )
...

...
...

bs(w) bs(w + 1
r ) · · · bs(w + r−1

r )


y las constantes

αB := ess inf
w∈(0,1/r)

λḿın[B∗(w)B(w)] ; βB := ess sup
w∈(0,1/r)

λmáx[B∗(w)B(w)]
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Los sistemas de convolución Lj

Sucesiones {bj(w)e2πirnw} en L2(0, 1)

B(w) :=


b1(w) b1(w + 1

r ) · · · b1(w + r−1
r )

b2(w) b2(w + 1
r ) · · · b2(w + r−1

r )
...

...
...

bs(w) bs(w + 1
r ) · · · bs(w + r−1

r )


y las constantes

αB := ess inf
w∈(0,1/r)

λḿın[B∗(w)B(w)] ; βB := ess sup
w∈(0,1/r)

λmáx[B∗(w)B(w)]

λḿın (λmáx) denota el autovalor más pequeño (más grande) de la
matriz B∗(w)B(w)

UCM2010
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Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Se verifica el siguiente resultado:

La sucesión {bj(w)e2πirnw}n∈Z, j=1,2,...,s es un sistema
completo en L2(0, 1) si y sólo si el rango de la matriz B(w) es
r a.e. en (0, 1/r).

La sucesión {bj(w)e2πirnw}n∈Z, j=1,2,...,s es una sucesión
Bessel en L2(0, 1) si y sólo si bj ∈ L∞(0, 1) para j = 1, . . . , s
(o equivalentemente, βB <∞). En este caso, la cota Bessel
óptima es βB/r .

La sucesión {bj(w)e2πirnw}n∈Z, j=1,2,...,s es un frame en
L2(0, 1) si y sólo si 0 < αB ≤ βB <∞. En este caso, las cotas
frame óptimas son αB/r and βB/r .

La sucesión {bj(w)e2πirnw}n∈Z, j=1,2,...,s es una base de Riesz
de L2(0, 1) si y sólo si es un frame y s = r .
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óptima es βB/r .

La sucesión {bj(w)e2πirnw}n∈Z, j=1,2,...,s es un frame en
L2(0, 1) si y sólo si 0 < αB ≤ βB <∞. En este caso, las cotas
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Una sucesión {fk}∞k=1 en un espacio de Hilbert H es una sucesión
Bessel si existe una constante B > 0 tal que

∞∑
k=1

|〈f , fk〉|2 ≤ B‖f ‖2 , para todo f ∈ H
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óptima es βB/r .
La sucesión {bj(w)e2πirnw}n∈Z, j=1,2,...,s es un frame en
L2(0, 1) si y sólo si 0 < αB ≤ βB <∞. En este caso, las cotas
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Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Dada f ∈ V 2
ϕ , para cada j = 1, 2, . . . , s tenemos que

(
Lj f
)
(rn) =

〈
F (·), gj(·) e−2πirn· 〉

L2(0,1)

=
〈 r−1∑

k=0

F (w + k/r) gj(w + k/r), e−2πirnw
〉
L2(0,1/r)

, n ∈ Z ,

donde F = T −1
ϕ f y gj(w) = (ZLjϕ)(0,w).
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Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Entonces,

G(w)F(w) = r
(∑

n∈Z
(L1f )(rn)e−2πirnw , . . . ,

∑
n∈Z

(Ls f )(rn)e−2πirnw
)>

donde,

F(w) :=
(
F (w),F (w +

1

r
), . . . ,F (w +

r − 1

r
)
)>
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Entonces,

G(w)F(w) = r
(∑

n∈Z
(L1f )(rn)e−2πirnw , . . . ,

∑
n∈Z

(Ls f )(rn)e−2πirnw
)>

donde,

F(w) :=
(
F (w),F (w +

1

r
), . . . ,F (w +

r − 1

r
)
)>

Supongamos que gj ∈ L∞(0, 1), y sea a := [a1(w), . . . , as(w)] un
vector con entradas en L∞(0, 1) tal que[

a1(w), . . . , as(w)
]

G(w) = [1, 0, . . . , 0] a.e. en (0, 1) .
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Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Entonces,

F (w) =
∑
n∈Z

s∑
j=1

〈F (·), g j(·) e−2πirn· 〉L2(0,1)r aj(w)e−2πinrw

= r
∑
n∈Z

s∑
j=1

(Lj f
)
(rn)aj(w)e−2πinrw en L2(0, 1)
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Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Entonces,

F (w) =
∑
n∈Z

s∑
j=1

〈F (·), g j(·) e−2πirn· 〉L2(0,1)r aj(w)e−2πinrw

= r
∑
n∈Z

s∑
j=1

(Lj f
)
(rn)aj(w)e−2πinrw en L2(0, 1)

Consecuencia:

Las sucesiones {gj(w) e−2πirnw} y {raj(w)e−2πirnw} son frames
duales en L2(0, 1)
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Consecuencia:

Las sucesiones {gj(w) e−2πirnw} y {raj(w)e−2πirnw} son frames
duales en L2(0, 1)

Los frames {fk}∞k=1 y {gk}∞k=1 son frames duales en H si se
verifica alguno de los desarrollos (equivalentes):

f =
∞∑

k=1

〈f , fk〉gk =
∞∑

k=1

〈f , gk〉fk , f ∈ H
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Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

El isomorfismo Tϕ da la siguiente fórmula de muestreo en V 2
ϕ :

f (t) = Tϕ
[
r
∑
n∈Z

s∑
j=1

(Lj f
)
(rn)aj(w)e−2πinrw

]
(t)

= r
∑
n∈Z

s∑
j=1

(Lj f
)
(rn)Tϕ[aj(·)e−2πirn·](t)

= r
∑
n∈Z

s∑
j=1

(Lj f
)
(rn)(Tϕaj)(t − rn)

=
∑
n∈Z

s∑
j=1

(Lj f
)
(rn)Sj ,a(t − rn) en V 2

ϕ
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Teoŕıa hilbertiana de muestreo generalizado en V 2
ϕ

Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Un teorema de muestreo generalizado regular

Supongamos que la función gj = ZLjϕ(0, ·) pertenece a L∞(0, 1)
(≡ βG <∞) para j = 1, 2, . . . , s. Son condiciones equivalentes:

1 αG > 0

2 Existe un frame en V 2
ϕ de la forma {Sj ,a(t − rn)}n∈Z, j=1,2,...,s

tal que, para todo f ∈ V 2
ϕ ,

f =
∑
n∈Z

s∑
j=1

(Lj f
)
(rn) Sj ,a(· − rn) en L2(R)

3 Existen funciones aj ∈ L∞(0, 1), j = 1, 2, . . . , s, tal que[
a1(w), . . . , as(w)

]
G(w) = [1, 0, . . . , 0]

a.e. en (0, 1)
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Teoŕıa hilbertiana de muestreo generalizado en V 2
ϕ

Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:

Sj ,a = rTϕ
(
aj

)
, j = 1, 2, . . . , s, i.e.,

La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R
Los frames duales con la misma estructura se obtienen a
partir de la primera fila de las matrices:

A(w) = G†(w) + U(w)
[
Is − G(w)G†(w)

]
,

donde G†(w) =
[
G∗(w)G(w)

]−1
G∗(w) y U(w) es cualquier

matrix r × s con entradas en L∞(0, 1)

Si r = s entonces {Sj ,a(t − sn)}n∈Z, j=1,2,...,s es una base de
Riesz en V 2

ϕ . La primera fila de la matriz G−1(w) nos da las
funciones aj(w).
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Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:

Sj ,a = rTϕ
(
aj

)
, j = 1, 2, . . . , s, i.e.,

Sj ,a(t) = r
∑
n∈Z
〈aj(w), e−2πinw 〉ϕ(t−n) =

∑
n∈Z

dj(n)ϕ(t−n) , t ∈ R

La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R
Los frames duales con la misma estructura se obtienen a
partir de la primera fila de las matrices:

A(w) = G†(w) + U(w)
[
Is − G(w)G†(w)

]
,

donde G†(w) =
[
G∗(w)G(w)

]−1
G∗(w) y U(w) es cualquier

matrix r × s con entradas en L∞(0, 1)

Si r = s entonces {Sj ,a(t − sn)}n∈Z, j=1,2,...,s es una base de
Riesz en V 2

ϕ . La primera fila de la matriz G−1(w) nos da las
funciones aj(w).
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Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:

Sj ,a = rTϕ
(
aj

)
, j = 1, 2, . . . , s, i.e.,

La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R
Los frames duales con la misma estructura se obtienen a
partir de la primera fila de las matrices:

A(w) = G†(w) + U(w)
[
Is − G(w)G†(w)

]
,

donde G†(w) =
[
G∗(w)G(w)

]−1
G∗(w) y U(w) es cualquier

matrix r × s con entradas en L∞(0, 1)

Si r = s entonces {Sj ,a(t − sn)}n∈Z, j=1,2,...,s es una base de
Riesz en V 2

ϕ . La primera fila de la matriz G−1(w) nos da las
funciones aj(w).
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Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:

Sj ,a = rTϕ
(
aj

)
, j = 1, 2, . . . , s, i.e.,

La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R
Los frames duales con la misma estructura se obtienen a
partir de la primera fila de las matrices:

A(w) = G†(w) + U(w)
[
Is − G(w)G†(w)

]
,

donde G†(w) =
[
G∗(w)G(w)

]−1
G∗(w) y U(w) es cualquier

matrix r × s con entradas en L∞(0, 1)

Si r = s entonces {Sj ,a(t − sn)}n∈Z, j=1,2,...,s es una base de
Riesz en V 2

ϕ . La primera fila de la matriz G−1(w) nos da las
funciones aj(w).
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Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:

Sj ,a = rTϕ
(
aj

)
, j = 1, 2, . . . , s, i.e.,

La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R
Los frames duales con la misma estructura se obtienen a
partir de la primera fila de las matrices:

A(w) = G†(w) + U(w)
[
Is − G(w)G†(w)

]
,

donde G†(w) =
[
G∗(w)G(w)

]−1
G∗(w) y U(w) es cualquier

matrix r × s con entradas en L∞(0, 1)

Si r = s entonces {Sj ,a(t − sn)}n∈Z, j=1,2,...,s es una base de
Riesz en V 2

ϕ . La primera fila de la matriz G−1(w) nos da las
funciones aj(w).

UCM2010
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Teoŕıa hilbertiana de muestreo generalizado en V 2
ϕ

Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Comentarios al teorema

Interpretación en términos de filtros digitales:

f (t) =
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f
)
(rn)Sj ,a(t − rn)
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Teoŕıa hilbertiana de muestreo generalizado en V 2
ϕ

Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Comentarios al teorema

Interpretación en términos de filtros digitales:

f (t) =
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f
)
(rn)Sj ,a(t − rn)

Sj ,a(t) =
∑
k∈Z

dj(k)ϕ(t − k)
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Teoŕıa hilbertiana de muestreo generalizado en V 2
ϕ

Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Comentarios al teorema

Interpretación en términos de filtros digitales:

f (t) =
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f
)
(rn)Sj ,a(t − rn)

=
∑
m∈Z

{ s∑
j=1

∑
n∈Z

(Lj f
)
(rn)dj(m − rn)

}
ϕ(t −m)
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Teoŕıa hilbertiana de muestreo generalizado en V 2
ϕ

Muestreo generalizado regular en V 2
ϕ

Comentarios al teorema

Interpretación en términos de filtros digitales:

f (t) =
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f
)
(rn)Sj ,a(t − rn)

=
∑
m∈Z

{ s∑
j=1

∑
n∈Z

(Lj f
)
(rn)dj(m − rn)

}
ϕ(t −m)

=
∑
m∈Z

cm ϕ(t −m)

UCM2010



Teoŕıa de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslación

Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ, 1 ≤ p ≤ ∞

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ , 1 ≤ p ≤ ∞

Para 1 ≤ p ≤ ∞ definimos:

V p
ϕ := spanLp(R){ϕ(t − n)}n∈Z

Suponemos las siguientes hipótesis sobre el generador ϕ :

La serie
∑∞

n=−∞ |ϕ(t−n)| está uniformemente acotada en R
La sucesión {ϕ(t − n)}n∈Z es una p-base de Riesz de V p

ϕ

(o ϕ tiene shifts Lp-estables)

ϕ es continua en R
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Para 1 ≤ p ≤ ∞ definimos:
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Suponemos las siguientes hipótesis sobre el generador ϕ :

La serie
∑∞

n=−∞ |ϕ(t−n)| está uniformemente acotada en R
La sucesión {ϕ(t − n)}n∈Z es una p-base de Riesz de V p

ϕ

(o ϕ tiene shifts Lp-estables)
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Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ, 1 ≤ p ≤ ∞

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ , 1 ≤ p ≤ ∞

Para 1 ≤ p ≤ ∞ definimos:

V p
ϕ := spanLp(R){ϕ(t − n)}n∈Z

Suponemos las siguientes hipótesis sobre el generador ϕ :

La serie
∑∞

n=−∞ |ϕ(t − n)| está uniformemente acotada en R

Es decir, ϕ ∈ L∞(R)

La sucesión {ϕ(t − n)}n∈Z es una p-base de Riesz de V p
ϕ

(o ϕ tiene shifts Lp-estables)

ϕ es continua en R
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Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ, 1 ≤ p ≤ ∞

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ , 1 ≤ p ≤ ∞

Para 1 ≤ p ≤ ∞ definimos:

V p
ϕ := spanLp(R){ϕ(t − n)}n∈Z

Suponemos las siguientes hipótesis sobre el generador ϕ :

La serie
∑∞

n=−∞ |ϕ(t − n)| está uniformemente acotada en R

Es decir, ϕ ∈ L∞(R)

f ∈ Lp(R) si y sólo si
∞∑

n=−∞
|f (t − n)| ∈ Lp[0, 1] , 1 ≤ p ≤ ∞

Lp(R) espacio de Banach con |f |p :=
∥∥∑

n∈Z
|f (t − n)|

∥∥
Lp [0,1]

La sucesión {ϕ(t − n)}n∈Z es una p-base de Riesz de V p
ϕ

(o ϕ tiene shifts Lp-estables)
ϕ es continua en R
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Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ , 1 ≤ p ≤ ∞

Para 1 ≤ p ≤ ∞ definimos:

V p
ϕ := spanLp(R){ϕ(t − n)}n∈Z

Suponemos las siguientes hipótesis sobre el generador ϕ :

La serie
∑∞

n=−∞ |ϕ(t − n)| está uniformemente acotada en R

Es decir, ϕ ∈ L∞(R)

Para 1 ≤ p′ ≤ p ≤ ∞,

Lp(R) ⊆ Lp(R)

L∞(R) ⊆ Lp(R) ⊆ Lp′(R) ⊆ L1(R) = L1(R)

La sucesión {ϕ(t − n)}n∈Z es una p-base de Riesz de V p
ϕ

(o ϕ tiene shifts Lp-estables)
ϕ es continua en RUCM2010
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Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ , 1 ≤ p ≤ ∞

Para 1 ≤ p ≤ ∞ definimos:

V p
ϕ := spanLp(R){ϕ(t − n)}n∈Z

Suponemos las siguientes hipótesis sobre el generador ϕ :

La serie
∑∞

n=−∞ |ϕ(t−n)| está uniformemente acotada en R
La sucesión {ϕ(t − n)}n∈Z es una p-base de Riesz de V p

ϕ

(o ϕ tiene shifts Lp-estables)

ϕ es continua en R
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ, 1 ≤ p ≤ ∞

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ , 1 ≤ p ≤ ∞

Para 1 ≤ p ≤ ∞ definimos:

V p
ϕ := spanLp(R){ϕ(t − n)}n∈Z

Suponemos las siguientes hipótesis sobre el generador ϕ :

La serie
∑∞

n=−∞ |ϕ(t−n)| está uniformemente acotada en R
La sucesión {ϕ(t − n)}n∈Z es una p-base de Riesz de V p

ϕ

(o ϕ tiene shifts Lp-estables)

Existen constantes 0 < A ≤ B tales que:

A‖a‖`p ≤ ‖
∑
n∈Z

anϕ(t − n)‖Lp ≤ B‖a‖`p

para toda sucesión a ∈ `p(Z) si 1 ≤ p <∞, o a ∈ c0(Z) si p =∞

ϕ es continua en RUCM2010
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ, 1 ≤ p ≤ ∞

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ , 1 ≤ p ≤ ∞

Para 1 ≤ p ≤ ∞ definimos:

V p
ϕ := spanLp(R){ϕ(t − n)}n∈Z

Suponemos las siguientes hipótesis sobre el generador ϕ :

La serie
∑∞

n=−∞ |ϕ(t−n)| está uniformemente acotada en R
La sucesión {ϕ(t − n)}n∈Z es una p-base de Riesz de V p

ϕ

(o ϕ tiene shifts Lp-estables)

Concepto Lp-estabilidad es independiente de p (para ϕ ∈ L∞(R))

ϕ es continua en R
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ϕ, 1 ≤ p ≤ ∞

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ , 1 ≤ p ≤ ∞

Para 1 ≤ p ≤ ∞ definimos:

V p
ϕ := spanLp(R){ϕ(t − n)}n∈Z

Suponemos las siguientes hipótesis sobre el generador ϕ :

La serie
∑∞

n=−∞ |ϕ(t−n)| está uniformemente acotada en R
La sucesión {ϕ(t − n)}n∈Z es una p-base de Riesz de V p

ϕ

(o ϕ tiene shifts Lp-estables)

ϕ es continua en R
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Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ, 1 ≤ p ≤ ∞

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ , 1 ≤ p ≤ ∞

Para 1 ≤ p ≤ ∞ definimos:

V p
ϕ := spanLp(R){ϕ(t − n)}n∈Z

Suponemos las siguientes hipótesis sobre el generador ϕ :

La serie
∑∞

n=−∞ |ϕ(t−n)| está uniformemente acotada en R
La sucesión {ϕ(t − n)}n∈Z es una p-base de Riesz de V p

ϕ

(o ϕ tiene shifts Lp-estables)

ϕ es continua en R

La suma puntual f (t) =
∑

n∈Z anϕ(t − n) define una función
continua en R
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ, 1 ≤ p ≤ ∞

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ , 1 ≤ p ≤ ∞

Para 1 ≤ p ≤ ∞ definimos:

V p
ϕ := spanLp(R){ϕ(t − n)}n∈Z

Suponemos las siguientes hipótesis sobre el generador ϕ :

La serie
∑∞

n=−∞ |ϕ(t−n)| está uniformemente acotada en R
La sucesión {ϕ(t − n)}n∈Z es una p-base de Riesz de V p

ϕ

(o ϕ tiene shifts Lp-estables)
ϕ es continua en R

V p
ϕ =

{∑
n∈Z

an ϕ(t − n) : {an} ∈ `p(Z)
}

1 ≤ p <∞

V∞ϕ =
{∑

n∈Z
an ϕ(t − n) : {an} ∈ c0(Z)

}
UCM2010



Teoŕıa de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslación

Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ, 1 ≤ p ≤ ∞

Los sistemas de convolución Lj

Distinguimos dos tipos de sistemas L:

1 La respuesta impulsional h ∈ L1(R) ≡ L1(R)

2 La respuesta impulsional h es de la forma:

h =
N∑

k=0

ckδ
(k)(t + dk)
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ, 1 ≤ p ≤ ∞

Los sistemas de convolución Lj

Distinguimos dos tipos de sistemas L:

1 La respuesta impulsional h ∈ L1(R) ≡ L1(R)

2 La respuesta impulsional h es de la forma:

h =
N∑

k=0

ckδ
(k)(t + dk)

(
En este caso suponemos que ϕ(N) existe en R, y que∑
n∈Z |ϕ(k)(t − n)| está uniformemente acotada en R para

cada k = 0, 1, . . . ,N
)
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Los espacios invariantes por traslación V p
ϕ, 1 ≤ p ≤ ∞

Los sistemas de convolución Lj

Distinguimos dos tipos de sistemas L:

1 La respuesta impulsional h ∈ L1(R) ≡ L1(R)

2 La respuesta impulsional h es de la forma:

h =
N∑

k=0

ckδ
(k)(t + dk)

Para estos sistemas L, la sucesión
{

(Lϕ)(n)
}

n∈Z ∈ `
1(Z)(∥∥{(h ∗ ϕ)(n)}n∈Z

∥∥
`1 ≤ |h|1|ϕ|∞

)
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en span{ϕ(t − n)}n∈Z

Sea G la matriz s × r de funciones definidas en [0, 1) dada por

G(x) :=


g1(x) a1(x + 1

r ) · · · g1(x + r−1
r )

g2(x) g2(x + 1
r ) · · · g2(x + r−1

r )
...

...
...

gs(x) gs(x + 1
r ) · · · gs(x + r−1

r )


gj(x) :=

∑
n∈Z

(Ljϕ)(n)e−2πinx ∈ A (Álgebra de Wiener), j = 1, . . . , s
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Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en span{ϕ(t − n)}n∈Z

Sea G la matriz s × r de funciones definidas en [0, 1) dada por

G(x) :=


g1(x) a1(x + 1

r ) · · · g1(x + r−1
r )

g2(x) g2(x + 1
r ) · · · g2(x + r−1

r )
...

...
...

gs(x) gs(x + 1
r ) · · · gs(x + r−1

r )


gj(x) :=

∑
n∈Z

(Ljϕ)(n)e−2πinx ∈ A (Álgebra de Wiener), j = 1, . . . , s

Existe d :=
[
d1(x), d2(x), . . . , ds(x)

]
con dj ∈ A tal que:[

d1(x), d2(x), . . . , ds(x)
]

G(x) =
[
1, 0, . . . , 0

]
si y sólo si rango[G(x)] = r para todo x ∈ R
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en span{ϕ(t − n)}n∈Z

En el caso en que rango[G(x)] = r para todo x ∈ R, todas las
soluciones de[

d1(x), d2(x), . . . , ds(x)
]

G(x) =
[
1, 0, . . . , 0

]
con entradas en A vienen dadas por la primera fila de la matrices:

D(w) = G†(w) + U(w)
[
Is − G(w)G†(w)

]
,

donde G†(w) =
[
G∗(w)G(w)

]−1
G∗(w) y U(w) es cualquier

matrix r × s con entradas en A
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en span{ϕ(t − n)}n∈Z

f (t) =
∑

anϕ(t − n) ∈ span{ϕ(t − n)} 7−→ F (x) =
∑

ane−2πinx
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en span{ϕ(t − n)}n∈Z

G(x)F(x) = r

(∑
n∈Z

(L1f )(rn)e−2πirnx , . . . ,
∑
n∈Z

(Ls f )(rn)e−2πirnx

)>
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en span{ϕ(t − n)}n∈Z

G(x)F(x) = r

(∑
n∈Z

(L1f )(rn)e−2πirnx , . . . ,
∑
n∈Z

(Ls f )(rn)e−2πirnx

)>

F(x) :=
(
F (x),F (x +

1

r
), . . . ,F (x +

r − 1

r
)
)>
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en span{ϕ(t − n)}n∈Z

G(x)F(x) = r

(∑
n∈Z

(L1f )(rn)e−2πirnx , . . . ,
∑
n∈Z

(Ls f )(rn)e−2πirnx

)>
Multiplicando por un

[
d1(x), d2(x), . . . , ds(x)

]
con dj ∈ A

apropiado:

F (x) = r
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f )(rn) dj(x) e−2πirnx en A
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en span{ϕ(t − n)}n∈Z

Multiplicando por un
[
d1(x), d2(x), . . . , ds(x)

]
con dj ∈ A

apropiado:

F (x) = r
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f )(rn) dj(x) e−2πirnx en A

Como la aplicación:

A −→ Lp(R)
F (x) =

∑
n ane−2πinx 7−→ f (t) =

∑
n an ϕ(t − n) := ϕ ∗′ a

es lineal y acotada
(
‖ϕ ∗′ a‖p ≤ |ϕ|∞‖a‖`1

)
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en span{ϕ(t − n)}n∈Z

Multiplicando por un
[
d1(x), d2(x), . . . , ds(x)

]
con dj ∈ A

apropiado:

F (x) = r
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f )(rn) dj(x) e−2πirnx en A

Finalmente:

f =
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f )(rn)Sj ,d(· − rn) en Lp(R)

donde
Sj ,d(t) = r

∑
n∈Z

d̂j(n)ϕ(t − n) = ϕ ∗′ d̂j
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p <∞)

span{ϕ(t − n)}n∈Z es denso en V p
ϕ y el operador muestreo Γd

acotado

Γd : V p
ϕ −→ V p

ϕ

f 7−→ Γd f =
∑s

j=1

∑
n∈Z(Lj f )(rn)Sj ,d(· − rn)
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p <∞)

span{ϕ(t − n)}n∈Z es denso en V p
ϕ y el operador muestreo Γd

acotado

Γd : V p
ϕ −→ V p

ϕ

f 7−→ Γd f =
∑s

j=1

∑
n∈Z(Lj f )(rn)Sj ,d(· − rn)

‖{(Lj f )(rn)}‖`p ≤ Cj‖f ‖p ya que
∥∥{(hj ∗ f )(n)}

∥∥
`p
≤ |hj |q‖f ‖p .

Finalmente, se utiliza que: ‖φ ∗′ a‖p ≤ |φ|∞‖a‖`p
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p <∞)

span{ϕ(t − n)}n∈Z es denso en V p
ϕ y el operador muestreo Γd

acotado

Γd : V p
ϕ −→ V p

ϕ

f 7−→ Γd f =
∑s

j=1

∑
n∈Z(Lj f )(rn)Sj ,d(· − rn)

Tomando {fN} ∈ span{ϕ(t − n)}n∈Z con fN → f ∈ V p
ϕ , como

‖f − Γd f ‖p = ‖f − fN + Γd fN − Γd f ‖p ≤ (1 + ‖Γd‖)‖f − fN‖p ,
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p <∞)

span{ϕ(t − n)}n∈Z es denso en V p
ϕ y el operador muestreo Γd

acotado

Γd : V p
ϕ −→ V p

ϕ

f 7−→ Γd f =
∑s

j=1

∑
n∈Z(Lj f )(rn)Sj ,d(· − rn)

se obtiene,

f (t) =
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f )(rn)Sj ,d(t − rn) , t ∈ R .

Convergencia en Lp(R), absoluta y uniforme en R.
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en V∞ϕ
Análogamente, span{ϕ(t − n)}n∈Z es denso en V∞ϕ y el operador
muestreo Γd acotado

Γd : V∞ϕ −→ V∞ϕ
f 7−→ Γd f =

∑s
j=1

∑
n∈Z(Lj f )(rn)Sj ,d(· − rn)

(estamos suponiendo que ϕ,ϕ(k) ∈ C (R) se anulan en ∞,
0 ≤ k ≤ m)
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo en V∞ϕ
Análogamente, span{ϕ(t − n)}n∈Z es denso en V∞ϕ y el operador
muestreo Γd acotado

Γd : V∞ϕ −→ V∞ϕ
f 7−→ Γd f =

∑s
j=1

∑
n∈Z(Lj f )(rn)Sj ,d(· − rn)

(estamos suponiendo que ϕ,ϕ(k) ∈ C (R) se anulan en ∞,
0 ≤ k ≤ m)

Para cada f ∈ V∞ϕ se tiene:

f (t) =
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f )(rn)Sj ,d(t − rn) , t ∈ R .

Convergencia absoluta y uniforme en R.
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Muestreo estable en V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞)

Recuperación estable de f ∈ V p
ϕ (1 ≤ p ≤ ∞) a partir de la

sucesión de muestras
{

(Lj f )(rn)
}

n∈Z, j=1,2,...,s
:

Para 1 ≤ p ≤ ∞, existen constantes 0 < Ap ≤ Bp tales que:

Ap‖f ‖p ≤
s∑

j=1

‖{(Lj f )(rn)}n∈Z‖`p ≤ Bp‖f ‖p , f ∈ V p
ϕ .
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en Vϕ(∞)

Muestreo en Vϕ(∞)

Vϕ(∞) :=

{∑
n∈Z

an ϕ(t − n) : {an} ∈ `∞(Z)

}
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en Vϕ(∞)

Muestreo en Vϕ(∞)

Vϕ(∞) :=

{∑
n∈Z

an ϕ(t − n) : {an} ∈ `∞(Z)

}
Supongamos que:

ϕ ∈ C (R) ∩W (L∞, `1)

Se verifican las condiciones del teorema de muestreo en
span{ϕ(t − n)}n∈Z, i.e., hj ∈ L1(R) y rango[G(x)] = r , para
todo x ∈ R
ϕ(k) ∈ C (R) ∩W (L∞, `1), 1 ≤ k ≤ m, si aparecen derivadas
hasta orden m en los sistemas de convolución

donde W (L∞, `1) denota el espacio amalgama de Wiener:

W (L∞, `1) :=

{
f : ‖f ‖W :=

∑
n∈Z
‖f χ[n,n+1)‖∞ <∞

}
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en Vϕ(∞)

Muestreo en Vϕ(∞)

Vϕ(∞) :=

{∑
n∈Z

an ϕ(t − n) : {an} ∈ `∞(Z)

}

ϕ y Sj ,d en W (L∞, `1) implica la convergencia uniforme en
compactos de las series:∑

n∈Z
|ϕ(t − n)| y

∑
n∈Z
|Sj ,d(t − n)| , j = 1, 2, . . . , s

(‖ϕ ∗′ a‖W ≤ ‖ϕ‖W ‖a‖1)
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en Vϕ(∞)

Muestreo en Vϕ(∞)

Vϕ(∞) :=

{∑
n∈Z

an ϕ(t − n) : {an} ∈ `∞(Z)

}

Para toda f ∈ Vϕ(∞) se tiene:

f (t) =
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f )(rn)Sj ,d(t − rn) , t ∈ R .

Convergencia absoluta y uniforme en compactos de R.
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Teoŕıa de muestreo: bases, frames y espacios invariantes por traslación

Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en Vϕ(∞)

Muestreo en Vϕ(∞)

Vϕ(∞) :=

{∑
n∈Z

an ϕ(t − n) : {an} ∈ `∞(Z)

}

Para toda f ∈ Vϕ(∞) se tiene:

f (t) =
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f )(rn)Sj ,d(t − rn) , t ∈ R .

Convergencia absoluta y uniforme en compactos de R.

Si f ∈ Vϕ(∞), existe {fq} ⊂ span{ϕ(t − n)}n∈Z tal que fq → f
uniformemente en compactos de R y supq ‖fq‖∞ <∞.
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Muestreo en Lp espacios invariantes por traslación

Muestreo en Vϕ(∞)

Muestreo en Vϕ(∞)

Vϕ(∞) :=

{∑
n∈Z

an ϕ(t − n) : {an} ∈ `∞(Z)

}

Para toda f ∈ Vϕ(∞) se tiene:

f (t) =
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj f )(rn)Sj ,d(t − rn) , t ∈ R .

Convergencia absoluta y uniforme en compactos de R.

Habŕıa que tomar ĺımites en:

fq(t) =
s∑

j=1

∑
n∈Z

(Lj fq)(rn)Sj ,d(t − rn) , t ∈ R .
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