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L La teoria clasica de Shannon
Claude E. Shannon (1916-2001)

@ B. S. Engineering Mathematics, University of
Michigan, 1936
Ph. D. Mathematics, MIT, 1940

@ Research Mathematician, Bell Labs,
1941-1972; MIT Faculty Member,
1956—1978; Donner Professor of Science 1958

@ Major publication: A Mathematical Theory
of Communication, Bell System Technical
Report, 1948

@ Honorary Degree, Univ. of Michigan, 1961;
The National Medal of Science, 1966; The
Audio Engineering Society Gold Medal, 1985;
The Kyoto Prize, 1985

... the american mathematician, computer scientist, communication engineer,
and the founder ot the field of Information Theory, whose work has laid the
foundation for the telecommunication networks that lace the globe
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L_El teorema de Shannon: propiedades

El Teorema de muestreo de Shannon

THEOREM 1: If a function f(I) contains no frequencies
higher than W cps, it is completely determined by giving
ils ordinales at a series of points spaced 1/2W seconds
apari.
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L La teoria clasica de Shannon

LEI teorema de Shannon: propiedades

El Teorema de muestreo de Shannon

THEOREM 1: If a function f(I) contains no frequencies
higher than W cps, it is completely determined by giving
ils ordinales at a series of points spaced 1/2W seconds
apari.

Cualquier funcién f del espacio de Paley-Wiener:
PW, .= {f € [2(R) N C(R), supp f C [, 7]}

es decir, bandalimitada a [—, 7], puede desarrollarse como

sen 7T t —n
=S =) g
“w(t—n)
n=—oo
La serie converge en L2(R), y también, absoluta y uniformemente
en R.
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L La teoria clasica de Shannon

LEI teorema de Shannon: propiedades

Sobre el espacio PW,

o PW, = F~1(L?[—,7]) es un espacio de Hilbert contenido
en L2(R).
o Para f € PW, se verifica

R e*ItW

1 T :
ft:/ f(w)e™dw = (f,——)21_r a1, tER
( ) \/g . ( ) < \/%>L2[ ,7
@ Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

O < M lleop—r,m = IFllPw,

Convergencia en L2(R) implica convergencia puntual, que es
uniforme en R

@ PW, es un espacio de Hilbert con niicleo reproductor
(RKHS). Su nicleo reproductor es k(t,s) = senc(t — s)

f(s) = (f,senc(- — s)) 2y, S€ER
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L La teoria clasica de Shannon

L_El teorema de Shannon: propiedades

La funcidn seno cardinal

Seno cardinal

senmt
senct i = ——
Tt
Il

7 <\/127X[_7r’ﬂ]> () \/ \/
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LEI teorema de Shannon: propiedades

Una prueba debida a Hardy

@ Desarrollamos f en la base ortonormal {e="™ /\/27} ez de

L?[—m, 7]
N X e—inw e—inw e—inw
f= f, T f
O e = X 0
@ Aplicando la transformada de Fourier inversa F~1:
f(t) = i f(n)]:_l(e_inw)(t) — i f(n)w

B o V2r B Rt m(t — n)
= Z f(n)senc(t —n), teR
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LEI teorema de Shannon: propiedades

o Convergencia en norma L? implica convergencia puntual, que
es uniforme el R

@ Caracter incondicional de una base ortonormal implica
convergencia la absoluta

sen7(t — n)

@ La sucesién { } es una base ortonormal del
nez

7(t — n)
espacio PW,
@ Aplicando la identidad de Parseval,
1= S 1Fm)2, FePW,

(Conservacion de la energia de las sefial)
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Interpretacién de la dualidad de Fourier

f e PW,

()
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LEI teorema de Shannon: propiedades

Interpretacién de la dualidad de Fourier

fePw, -2 fe L2[—7, 7]

(1) ()

f
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LEI teorema de Shannon: propiedades

Interpretacién de la dualidad de Fourier

fePW, I . Fe L2[—m, 7]

5|

{f(n)}nez € C(Z)

f

t —> - T
(f(n))

sl ‘
A
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LEI teorema de Shannon: propiedades

Interpretacién de la dualidad de Fourier

fePW, T, Fe L2[—m, 7]

s| |7

{F(M)}nez € C(2) —— T, € L[-m.7]

%\/\ /\%\Xw
F

t —— L 9]

s |7
A

IH (o)

— 3 o T n o

f

( f(n))

Antonio G Garcia



Teoria matemdtica de muestreo de sefiales

L La teoria clasica de Shannon

LEI teorema de Shannon: propiedades

Undersampling y oversampling
Dado un periodo de muestreo Ts > 0 consideramos las muestras
{f(nTs)}nez de f € PW,. Consideramos la versién ——perlodlzada
de f
oo

Z ? —i——n)
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LEI teorema de Shannon: propiedades

Undersampling y oversampling

= > R =)

n=—0oo

Desarrollando f, con respecto la base ortonormal
Ts o—imTs 2
{\/aze ™MW}, de L2[0,21/T]

Férmula sumatoria de Poisson

—imTsw

wa—i——n—TmeT \E

n—=—oo m=—0o0
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LEI teorema de Shannon: propiedades

Undersampling y oversampling

OO o~
= > Flot )
n=—00
Férmula sumatoria de Poisson
- > A > AT
f + —n =T f(mTs)——
n=—0o0 m=—0o0 27T

Consecuencia

Muestrear una seial con periodo T, equivale a periodizar su
espectro con periodo 27/ T;
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Undersampling y oversampling
Primer caso: 0 < T, <1

Oversampling

() 4 o)
B N

¢

¢ — - T )
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L_El teorema de Shannon: propiedades

Undersampling y oversampling
Primer caso: 0 < T, <1

Oversampling

() 4 o)
B N

¢

¢ — - T )

@ Ventaja del oversampling
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Undersampling y oversampling
Segundo caso: Ts > 1

Undersampling

{fn)), |
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L La teoria clasica de Shannon

LEI teorema de Shannon: propiedades

Undersampling y oversampling
Segundo caso: Ts > 1

Undersampling

{fn)), |

e Frecuencia Nyquist: H. Hyquist (1928) Certain topics in
telegraph transmission theory
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LEI teorema de Shannon: propiedades

Undersampling y oversampling
Segundo caso: Ts > 1

Undersampling

{fn)), |

@ Fendmeno de aliasing
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L La teoria clasica de Shannon

L Comentarios, generalizaciones, etc.

Nota Historica

Teorema WSK (Whittaker-Shannon-Kotel'nikov)

E. T. Whittaker (1915) y J. M. Whittaker (1935): Estudio de
las series cardinales

K. Ogura (1920): On a certain transcendental integral
function in the theory of interpolation

V. Kotel'nikov (1933): On the carrying capacity of the “ether”
and wire in telecommunications

C. E. Shannon (1949): Communication in the presence of
noise

o |. Someya (1949): Waveform Transmission
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@ Soporte de f simétrico: Para f real y bandalimitada
F(w)]2 = F(w)F(w) = F(w)f(—w), ae w
e Sisupp f C [wo — 7, wp + 7] se obtiene la férmula de
muestreo

ysenm(t — n)

teR
At—n) @ °€

F(t)= Y f(n)eMolt=r

n=—0o0

@ Toda funcién f € PW,; se recupera a partir de sus muestras
{f(n+ &)} ez cualquiera que sea el @ € R. Desarrollando f
respecto a la base ortonormal {ef’(’”ro‘)""/\/27r}nEZ y

aplicando F~! se obtiene:

f(t) = i f(n+a)senc(t—n—a), teR

n=—0o0

Antonio G Garcia
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o Para f € L2(R) la férmula (f, senc(- — t))2(r) da la
proyeccion ortogonal Ppyy,_f de f sobre PW;
@ Foérmula interpolatoria tipo-Lagrange:

P(t)
Zf )senc(t — n) = Zf =P

n=—oo n=—0o0

sen Tt

donde P(t) :=

e En eIAespacio de Paley-Wiener PW,, en donde
supp f C L[%[—mo, wo], se verifica que T = 2= = 1. Para
f € PW,, se verifica

Z f(n senw(at )’ FeR

Rt (ot — n)

Su nicleo reproductor es: kr,(t,s) = osenco(t —s)
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L La teoria clasica de Shannon

L Comentarios, generalizaciones, etc.

@ Regularidad de f = decaimiento més rapido de f en oc.
senc(t) = O(‘lﬂ) cuando |t| — 400 debido a las
discontinuidades de x[_r 7]

@ Problemas numéricos: Si queremos calcular f(1/2) a partir de
las muestras {f(n) + dp}nez el error cometido es:

(—1)"6,
PO

Podria valer infinito aunque |d,| < 0

@ Solucién: Técnica de oversampling
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Técnica de oversampling

Supongamos supp fc [-7o, o] C [—m, 7] donde 0 < 1
Sea 6 una funcién suficientemente regular tal que

1 wée|[—mo,7mo]

olw) = 0 w¢[—mmn|
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Técnica de oversampling

Supongamos supp fc [-7o, o] C [—m, 7] donde 0 < 1
Sea 6 una funcién suficientemente regular tal que

W) e 1 wée|[—mo,7mo]
ow): {0 w ¢ [—m, 7]

Entonces
—II'IW

=2 f(no ﬁ

en L2[—m, 7]

Zf t—n en PW,

donde S(t — n) = FL[O(w)e~ "™ //27](t)
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@ PW, como un RKHS de funciones enteras:
f € PW, se extiende a C como:

1 [T
f(w)e™dw, zeC

- V2 J—r

Aplicando Cauchy-Schwarz:

f(2)

f(z)| < |Ifle™, zeC
Teorema clasico de Paley-Wiener:
PW, = {f € H(C); |f(z)| < Ae™!; flr € LA(R)}

o Validez de la férmula de muestreo en otros espacios
funcionales: Clases de Paley-Wiener PWY?  Espacios de
Bernstein B?, etc.
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L Comentarios, generalizaciones, etc.

Transformada de Fourier en sentido distribucional
@ Sea T € &(R) consupp T C (—m, ).
e Sif € D(R) con suppf C (—m,7) y 8 =1 en un abierto

conteniendo a supp T

Teorema de Campbell (1968)
Sea f = F~1T, entonces

f(z) = Z f(n)0(z — n) Z f(n)[senc(- — n) x6](z), z€ C

n—=—0oo n=—0o0

uniformemente en compactos de C

Antonio G Garcia
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Estudio de errores

@ Error de truncamiento
Para f € PW,. se cumple que

2 N

N
F(t)— Y f(n)senc(t—n)| <|[f|>= D [|f(n)
n=—N

n=—N

N

Antonio G Garcia
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Estudio de errores

@ Error de truncamiento

@ Error time-jitter

{f(n+ 6n)}nez = muestreo irregular

Antonio G Garcia
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Estudio de errores

@ Error de truncamiento

@ Error time-jitter

@ Error de aliasing

Si f e [2R)NC(R) y f € LY(R), se cumple que

’ Z f(n)senc(t — n) \/>/W|>7r

n=—00

Antonio G Garcia

w)|dw



Teoria matemdtica de muestreo de sefiales
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L Comentarios, generalizaciones, etc.

Muestreo multidimensional

Si f es bandalimitada al cuadrado [—m, 7] X [—m, 7], es decir,

1 i ™ .
f(t,s) = 27r/ / f(x,y)e™e™ dxdy

entonces

f(t,s)= > f(n,m)

n,meZ

senm(t — n)senm(s — m)

S 2
wt—n) ns—m ° BSER

En general, si supp? C B con B C R? acotado, la reconstruccién
eficiente de f depende de la geometria del conjunto B

Antonio G Garcia
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L La teoria clasica de Shannon

L Comentarios, generalizaciones, etc.

Muestreo usando la transformada de Hilbert

Transformada de Hilbert
Dada f € PW,, su transformada de Hilbert estd definida por

™

(—isgn W)/f\(w)e"""tdw, teR
V2 —T

f(t) =

La sucesién {i(sgnw) e ’"W/\/ T }nez €S base ortonormal de
L2[—7, 7). Desarrollando f en dicha base y aplicando F 1
obtiene

Z f(n)senc = (t—n)seng(t—n), teR

n=—oo

Antonio G Garcia
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Muestreo usando la transformada de Hilbert

Sefial analitica asociada a una sefial real f € L?(R)
for=f+if = f=Ff+i(—isgn)f = 2fu

i.e., supp fy C [0,400) (u es la funcién de Heaviside)

Se verifica que I|'r’8+ F(t+iy) = fi(t) a.e. donde
y—>

F(z) = \/12? /0 b 2f(w)e™ dw € H?(C™)

Antonio G Garcia
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Muestreo usando la transformada de Hilbert

Muestreo sefiales pasobanda

Supongamos f real con supp fcC [—wp — 7, —wp] U [wo, wo + 7]
Entonces

£(t) = — /sz?( et g
(1) = — w)e" dw
V21 Jwy
o0 u t
-y iy (t—2m) SEN (5 — 1)
fa(t) fa(2n)e T

n=—o0 2

teR

donde w; = wp + 5. Como f = Rf;

sen 5(t — 2n)

f(t) = Z {f(2n)cosw1(t—2n)—F(2n)sen wi(t —2n)} = (¢ — 2n)

n=—oo

Antonio G Garcia
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Analisis multirresolucién de Shannon

La sucesién de subespacios {PW2m7r}m€Z forma un Analisis
Multirresolucién (MRA) en L%(R)

Una wavelet madre asociada es

3 1, sen Z(t — %)

P(t) = cos —(t — =) se—1) teR

2 2

Es decir, la sucesion
{wmm(t) = 2m/2w(2mt - n)}m,nGZ

es una base ortonormal de L?(R)

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

Teoria de muestreo: motivacidon matematica

En un espacio de Hilbert separable H se define un operador de
muestreo lineal y acotado M:

M: H — £2(N)

x o {{Gxn) 1
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

Teoria de muestreo: motivacidon matematica

En un espacio de Hilbert separable H se define un operador de
muestreo lineal y acotado M:

M: H — £2(N)

x o {{Gxn) 1

Recuperacién estable de x € H a partir de la sucesién de escalares
{(X,x,,>}:ozl — La sucesién {x,}°°; debe ser un frame en H:

Existen constantes A, B > 0 (cotas frame) tal que:

Allx[? < D102 < Blix|?, ¥xeH

n=1

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

Teoria de muestreo: motivacidon matematica

En un espacio de Hilbert separable H se define un operador de
muestreo lineal y acotado M:

M: H — £2(N)

x o {{Gxn) 1

Aplicacién al muestreo en un espacio de Hilbert funcional H:

La sucesién de muestras asociada con una funcién f € H coincida
e . [ee] -

con una sucesién de productos internos {(x,x,,)}n:1 en un espacio

de Hilbert auxiliar H relacionado con H

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

L Guia bésica de frames

Guia basica de frames
@ Asociado a un frame {x,}°°; en H se define el operador
preframe T
T: 2N — H

{en}o2s V— 2021 CnXn

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

L Guia bésica de frames

Guia basica de frames

@ Asociado a un frame {x,}°°; en H se define el operador
preframe T

@ Su operador adjunto T* es:

T : H — (3(N)

x = {{xxn) 1

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

L Guia bésica de frames

Guia basica de frames

@ Asociado a un frame {x,}°°; en H se define el operador
preframe T

@ Su operador adjunto T* es:
@ Su composicién nos da el operador frame § := TT*:

S: " H — H
x — Sx= Z(X,X,,)Xn
n=1

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

L Guia bésica de frames

Guia basica de frames

@ Asociado a un frame {x,}°°; en H se define el operador
preframe T

@ Su operador adjunto T* es:

@ Su composicién nos da el operador frame § := TT*:

@ Se puede recuperar x € H a partir de {(x,xp)}°2; (en
general, de manera no tnica) como:

5= i(x,xﬁsflxn = i(x, S0 xn
n=1 n=1

({S71x,}%2; es el frame dual canénico)

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

L Guia bésica de frames

Guia basica de frames

@ Asociado a un frame {x,}°°; en H se define el operador
preframe T

@ Su operador adjunto T* es:

@ Su composicién nos da el operador frame S := TT*:

@ Se puede recuperar x € H a partir de {(x,xp)}°; (en
general, de manera no tnica) como:

@ Dos casos particulares:

El operador
T: 2N — H
{Cn}zozl — Zzozl CnXn

es inyectivo: La sucesién {x,}°2; es una base de Riesz
{Sflx,,}ﬁoz1 es su lnica base biortonormal ((S™1x,, xn) = 6n.m

)

)

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

L Guia bésica de frames

Guia basica de frames

@ Asociado a un frame {x,}°°; en H se define el operador
preframe T

@ Su operador adjunto T* es:

@ Su composicién nos da el operador frame S := TT*:

@ Se puede recuperar x € H a partir de {(x,xp)}°; (en
general, de manera no tnica) como:

@ Dos casos particulares:

El operador
T: 2N — H
{Cn}zozl — Zzozl CnXn

es unitario: La sucesion {x,}°° es una base ortonormal
S~ es el operador identidad

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

L Guia bésica de frames

Guia basica de frames

@ Asociado a un frame {x,}°°; en H se define el operador
preframe T

Su operador adjunto T* es:

Su composicién nos da el operador frame S .= TT*:

Se puede recuperar x € H a partir de {(x,xn)}°; (en
general, de manera no tnica) como:

Dos casos particulares:

Si el frame {x,}72; no es base (overcomplete frames) existen
otros frames {y,}°°; (duales) tales que:

00 00
x=3 00X = > oy, xEH
n=1 n=1

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

LMuestreo irregular en PW

Muestreo irregular en PW;;

Como
1 m e—itw

= — f(w)e™dw = (f,
e ) W) {

f(t)

Muestreo estable en PW; en los puntos de muestreo {t,} equivale
a encontrar bases de Riesz, frames de exponenciales complejas

{e~tw /\/21t} en L?[—m, 7]

Paley-Wiener (1934): Fourier transforms in the complex domain
Levinson (1940): Gap and density theorems
Duffin y Schaeffer (1952): A class of nonharmonic Fourier series

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

LMuestreo irregular en PW

Muestreo irregular

Condicién 1/4 de Kadec (1964)

1 .
sup |t, — n| < = {e~""/V2r} _, es una base de Riesz de L[*[—, ]
ne

Teorema de Perturbacién (Paley-Wiener)

Sea {e,} base ortonormal de H y {f,} sucesién de H. Supongamos
existe A € [0, 1) tal que

I enen =l <A, [ leal

para toda sucesién {c,} finita. Entonces, {f,} es base de Riesz de H

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

LMuestreo irregular en PW

Muestreo irregular

Sea {hp}nez la base biortonormal de {e~ /" /v/2r}

F(w) =" f(ta)hn(w) en L*[—m,7]

Aplicando F~1

F(t) = F(t)F H(ha)(t) en PW;

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

LMuestreo irregular en PW

Muestreo irregular
= f(ta)F H(hn)(t) en PW,

Teorema de Paley-Wiener-Levinson (1934-1940)
Para toda f € PW,; se tiene

. G(t)
Z f(tn) (t — t,)G'(tn)

donde -
G(t)=(t-w) [~ )-+
n=1 -n n

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

L Muestreo con derivadas

Muestreo con derivadas

1 [T 1 [ .
f(t)= %271'/ f(w)edw; f'(t)= o f(w)iwe™ dw

Un par de bases de Riesz duales en L?[—, 7] apropiadas para el
muestreo con derivadas son:

— M)e—zinw}nez U{yn= I'sgn We—2inw}

1
b = \ﬁ(l T T

neZ

{X:; — ie—ZinW} U {y: — iiwe—ZinW}

NG v

nez

Antonio G Garcia
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LRecuperacic’m estable: frames en un espacio de Hilbert separable

L Muestreo con derivadas

Muestreo con derivadas

Desarrollando £ segiin la base {xp} U {yn}

f= Z [\fo(2n)x,, - \f2f’(2n)yn] en L[~ 7]
Aplicando F~1

Jagerman & Fogel (1956)

[e.o]

f(t) = Z [f(2n) + (t — 2n)f'(2n)] senc® (t —22n> , teR

n—=—oo

Antonio G Garcia
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Contenidos

e Muestreo en espacios invariantes por traslacién
@ Inconvenientes de la teoria de Shannon
@ Teoria de muestreo en Vﬁ
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Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LInconvenientes de la teoria de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon
@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

Matematicamente, se corresponde con multiplicar el espectro de la
sefial por X[ ], lo que equivale en el dominio temporal a
convolucionar con la funcién senc, que no se anula en el intervalo
(—00,0). En la practica no se puede construir, de manera exacta,
tal filtro ya que ello implicaria conocer el futuro para calcular la
salida del filtro en el momento actual (el filtro no es causal o
fisicamente realizable):

(f*senc)(t):/ f(t—x)sencxdx, teR.

—00

Antonio G Garcia
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LInconvenientes de la teoria de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

@ La hipdtesis de ser una seial bandalimitada estd en
contradiccion con la idea de senal de duracidn finita

Antonio G Garcia



Teoria matemdtica de muestreo de sefiales

L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LInconvenientes de la teoria de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal
@ La hipdtesis de ser una sefial bandalimitada esta en
contradiccién con la idea de sefial de duracién finita

Una funcién bandalimitada puede extenderse a todo C resultando
una funcién entera que no podra anularse en un intervalo de R
salvo que sea la funcién nula

Antonio G Garcia
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LInconvenientes de la teoria de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

@ La hipdtesis de ser una seial bandalimitada estd en
contradiccion con la idea de senal de duracidn finita

@ La operacién de bandalimitar una senal genera oscilaciones de
Gibbs
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LInconvenientes de la teoria de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

@ La hipdtesis de ser una seial bandalimitada estd en
contradiccion con la idea de senal de duracidn finita

@ La operacién de bandalimitar una senal genera oscilaciones de
Gibbs

@ La funcidn seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los célculos en el dominio temporal
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LInconvenientes de la teoria de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

@ La hipdtesis de ser una sefial bandalimitada esta en
contradiccién con la idea de sefial de duracién finita

@ La operacién de bandalimitar una senal genera oscilaciones de
Gibbs

@ La funcién seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los célculos en el dominio temporal

Por ejemplo, si queremos calcular f(1/2) a partir de la sucesién de

muestras {f(n) + &n}nez, €l error que se comete | 300 ((l)ji;

podria ser infinito incluso cuando |e,| < ¢, para todo n € Z

Antonio G Garcia
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LInconvenientes de la teoria de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

Antonio G Garcia

Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

La hipédtesis de ser una senal bandalimitada esta en
contradiccion con la idea de senal de duracidn finita

La operaciéon de bandalimitar una sefial genera oscilaciones de
Gibbs

La funcién seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los célculos en el dominio temporal

El seno cardinal es una funcién bien localizada en frecuencia
pero, muy mal localizada en tiempo
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LMuestreo en espacios invariantes por traslacién

LInconvenientes de la teoria de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

@ Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal
@ La hipdtesis de ser una seiial bandalimitada estd en
contradiccién con la idea de sefal de duracién finita

@ La operacién de bandalimitar una sefal genera oscilaciones de
Gibbs

@ La funcién seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los célculos en el dominio temporal

@ El seno cardinal es una funcién bien localizada en frecuencia
pero, muy mal localizada en tiempo

o0
/ t2| senc t|?dt = +o0

—00

Antonio G Garcia
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LInconvenientes de la teoria de Shannon

Inconvenientes de la teoria de muestreo de Shannon

Antonio G Garcia

Se basa en el uso de un filtro paso-bajo ideal

La hipédtesis de ser una senal bandalimitada esta en
contradiccion con la idea de senal de duracidn finita

La operaciéon de bandalimitar una sefial genera oscilaciones de
Gibbs

La funcién seno cardinal decrece a cero muy lentamente lo
que hace muy ineficientes los célculos en el dominio temporal

El seno cardinal es una funcién bien localizada en frecuencia
pero, muy mal localizada en tiempo

En varias variables, es ineficiente suponer que una senal es
bandalimitada a un rectdngulo
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LInconvenientes de la teoria de Shannon

Escoger un generador ¢ con buenas propiedades (B-splines) y
desarrollar una teoria de muestreo en el espacio:

V2= {Za,,ga(t— n) : {an} € e2(Z)} C LA(R).

nez

B-splines
¢ = N, donde N,, es el B-spline de orden m — 1, i.e.,
Npm = Ny % Ny % --- % Ny (m veces) donde Ny := o 1

1 N2 N3

Antonio G Garcia
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LTeon’a\ de muestreo en V2

El espacio invariante por traslacién Vé
Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

@ La sucesion {¢(t — n)}pez es una base de Riesz de Vg
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2
El espacio invariante por traslacién Vé
Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :
@ La sucesion {¢(t — n)}pez es una base de Riesz de Vg

Una sucesién {¢(- — n)}pez es una base de Riesz de Vj si y sélo si
0 < [|[®]lo < ||P|loc < 00, donde ||®]|p denota el infimo esencial de

la funcién ®(w) := >, 7 [@(w + k)|? en (0,1), y ||P]|o su
supremo esencial

Antonio G Garcia
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LTeon’a\ de muestreo en V2

El espacio invariante por traslacién Vé
Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

@ La sucesion {¢(t — n)}pez es una base de Riesz de Vg

@ ( es continua en R
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Teoria matemdtica de muestreo de sefiales

L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

El espacio invariante por traslacién Vé
Suponemos las siguientes hipétesis sobre el generador ¢ :

@ La sucesion {¢(t — n)}pez es una base de Riesz de Vg
@ ( es continua en R

o Laserie Y 00 |p(t— n)|? estd uniformemente acotada en R

La suma puntual f(t) = > ., anp(t — n) define una funcién
continua en R

Antonio G Garcia
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LTeon’a\ de muestreo en V2

Vg es un espacio de Hilbert con nicleo reproductor

Los funcionales evaluacion en V£ estan acotados:
Para cada t € R fijo se tiene

_ e )2 2
[f(t)]° < lo(t —n)|=, feV:.
= Jolo 2 ¢

Convergencia en norma L2(R) en el espacio Vf, implica
convergencia puntual, que resulta ser, ademds, uniforme en R

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

El isomorfismo 7:9

El espacio Vg es la imagen del espacio L?(0, 1) mediante el
isomorfismo:

To : 1%(0,1) — V2

{e_zﬂinw}nez — {o(t — n)}nez

Antonio G Garcia



Teoria matemdtica de muestreo de sefiales

L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

El isomorfismo 7:9

El espacio Vg es la imagen del espacio L?(0, 1) mediante el
isomorfismo:

To : 1%(0,1) — V2

{e_zﬂinw}nez — {o(t — n)}nez

Los coeficientes de cada funcién f € V2 son los coeficientes de
Fourier estandar de la funcién F = ’]fglf € L?(0,1)

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

El isomorfismo 7:9

El espacio Vg es la imagen del espacio L?(0, 1) mediante el
isomorfismo:

To : 1%(0,1) — V2

{e_zﬂinw}nez — {o(t — n)}nez

@ Paracada f € V£ se tiene
f(t) — <F/ Kt>[_2(0’1) y t e ]R
donde F =7 fy

[e.9]

Ke(w) = D ot —n)e ™™ = Zo(t, w)

n=—oo

(Zp es la transformada de Zak de ¢)

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

El isomorfismo 7:9

El espacio Vg es la imagen del espacio L?(0, 1) mediante el
isomorfismo:

To : 1%(0,1) — V2

{e_zﬂinw}nez — {o(t — n)}nez

0 Kirm(w)=e2"mWK (w), tcR, meZ
o T,[e ™ F(w)] = f(t — m) donde f = T,(F)

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

Un teorema de muestreo en Vé

La sucesién {Kyym(w) = e_27”'m""Ké,(W)}meZ es una base de
Riesz en L2(0,1) siy sélo si 0 < [|Kallo < [|Kalleo < o0, donde

|Kallo := essinf |Ka(w)|; ||Kallco := esssup |Ka(w)]
we(0,1) we(0,1)

Teorema de muestreo en V£ (Walter, 1992)
Supongamos 0 < ||Ks|lo < ||Kalleo < 00. Entonces, para cada
feV2

ft)= Y fla+nS,(t—n), teR

donde S, = 7;(1/73) La convergencia de la serie es absoluta y
uniforme en R
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LTeon’a\ de muestreo en V2

Algunos ejemplos para B-splines

@ En el espacio V,%, se verifica la férmula de muestreo

Z f(n)No(t+1—n), teR

n=—0o0
@ En el espacio V,%,3 se verifica la férmula de muestreo
[e.9]

S f(n+1/2)Sya(t—n), teR

n=-—o00
donde S 5(t) = 4v2Y 00 (2v2 = 3)I"+1 N3(t — n)
® En el espacio V,%,4 se verifica la férmula de muestreo
o0

> f(n)S(t—n), teR

n=—oo

donde S(t) =332 (=1)"(2 — V3)I"l Ny(t — n+2)

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

Muestreo generalizado en V?

Consideremos un espacio invariante por traslacién V£ de L?(R)
Dados s sistemas de convolucién £;, j = 1,...,s actuando en
V2

©

Li(fy=fxh;, feV] |

donde la respuesta impulsional
o h; € L%(R) (average sampling)
@ h; es una delta de Dirac (muestreo usual)

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

Muestreo generalizado en V?

Consideremos un espacio invariante por traslacién V£ de L?(R)
Dados s sistemas de convolucién £;, j = 1,...,s actuando en
V2

©

Li(f)y=fxh;, feV2 |

donde la respuesta impulsional
e h; € L%(R) (average sampling)
@ h; es una delta de Dirac (muestreo usual)

Problema del muestreo generalizado:

Recuperar, de manera estable, toda funcién f € Vg a partir de la
sucesién de muestras

{(Lif)(rn)}nez, j=12,...s -

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

Muestreo generalizado en V?

Consideremos un espacio invariante por traslacién V£ de L?(R)
Dados s sistemas de convolucién £;, j = 1,...,s actuando en
V2

©

Li(f)="fx*h;, fevj |

donde la respuesta impulsional

e h; € L%(R) (average sampling)

@ h; es una delta de Dirac (muestreo usual)
Intuitivamente, s > r y se deberd de satisfacer una condicién de
estabilidad del tipo:

s
AlFIZ <> ILA)m)P < BIFI?, fe Vv

j=1 nez

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

Una expresidn para las muestras
Para cada f € Vj se tiene
(Lif)(t) = (F, ZL;p(t,)) 20,1) teR,

donde F = Tw_lf.

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

Una expresidn para las muestras
Para cada f € Vj se tiene
(Lif)(t) = (F, ZL;p(t,)) 20,1) teR,

donde F = Tw_lf.

En particular:

(L;F)(rn) = (F, ZLjp(rn, ) 12(0.1)
= (F,ZL;p(0,)e ™) 12(0 1)

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

Una expresidn para las muestras
Para cada f € Vj se tiene
(Lif)(t) = (F, ZL;p(t,)) 20,1) teR,

donde F = Tw_lf.

Consecuencia:
Hay que estudiar sucesiones del tipo:

{bj(w)e* ™} en L2(0,1)

n€eZ, j=12,...;s

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

L Teoria de muestreo en V2
Sucesiones {b;(w)e*™™™} en L%(0,1)

Sea la sucesién {bj(w)e?™ ™"} 7 i—12..s donde b; € L%(0,1)
para j=1,2,...,s.
Sea B la matriz s x r de funciones definidas en (0,1) dada por

bl(W) bl(W—I—%) bl(W_i_r;ri)
bo(w) bo(w+ =) - w4 =1
B(W) = 2(: ) 2( :+ f) b2( + r )
bo(w) be(w+1) o by(wt =)

(consideramos extensiones 1-periddicas de las funciones bj)

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

Sucesiones {b;(w)e*™™™} en L%(0,1)

bi(w) bi(w+ %) o by (w+ L)
b(w) by(w—+2) --- ;
B(w) := 2(: ) baf .+ r) ba(w JF )
bs(w) bs(w+1) o by(w+ =Ly

(consideramos extensiones 1-periddicas de las funciones bj) y las
constantes

ag = essinf Ann[B*(w)B(w)]; g := esssup Amax[B*(w)B(w)]
we(0,1/r) we(0,1/r)

Amin (Amax) denota el autovalor mas pequefio (mas grande) de la
matriz B*(w)B(w)

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

Se verifica el siguiente resultado:

o La sucesién {bj(w)ezﬂ"'”""}nez, j=1,2,...s €S un sistema
completo en L2(0,1) si y sélo si el rango de la matriz B(w) es
ra.e.en (0,1/r).

o La sucesidn {bj(w)ez’”""""},,ez, j=1,2,....s € una sucesién
Bessel en L%(0,1) si y sélo si b; € L>(0,1) para j=1,...,s
(o equivalentemente, g < o0). En este caso, la cota Bessel
6ptima es Og/r.

o La sucesién {bj(w)e* MW} 7 i_12 s esun frameen
L2(0,1) si y sélo si 0 < ag < g < oco. En este caso, las cotas
frame dptimas son ag/r and (g/r.

o La sucesién {bj(w)e2”"'”""},,627 j=1.2,..,s €s una base de Riesz
de L2(0,1) si y sélo si es un framey s = r.

Antonio G Garcia
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LTeon’a\ de muestreo en V2

Muestreo generalizado regular en V,ﬁ

Dada f € Vg, para cada j =1,2,...,s tenemos que

(£iF)(rm) = (F(), () e™™™ ) 2oy

= (D F(w+k/r) gi(w+k/r),e ™™, 1/ns NEL,
k=0

donde F =7 f y gj(w) = (ZLj)(0, w).

Antonio G Garcia
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LTeon’a\ de muestreo en V2

Muestreo generalizado regular en V,ﬁ

Entonces,

G(w)F(w) = r( S (Lar)(m)e2mm, Z(,Csf)(rn)efh’.’”w)—r

nez neZ

donde,

Antonio G Garcia
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LTeon’a\ de muestreo en V2

Muestreo generalizado regular en V,ﬁ

Entonces,

G(w)F(w) = r( Z(le)(rn)e—%rimw’ o Z(Csf)(rn)e_zm'”"”)T

nez neZ

donde,
r—1.7
)

Supongamos que gj € L>°(0,1), y sea a := [a1(w), ..., as(w)] un
vector, con entradas en L>°(0, 1), tal que

F(w) := (F(w), F(w + %),...,F(W—F

[a1(w),...,as(w)] G(w) =[1,0,...,0] a.e. en (0,1).

Antonio G Garcia
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LTeon’a\ de muestreo en V2

Muestreo generalizado regular en V,ﬁ
Entonces,

F(w) =r) > (Lif)(rn)aj(w)e > en 1%(0,1).

nez j=1

Consecuencia:

Las sucesiones {g;(w) e 2™} y {raj(w)e">""™} son frames
duales en L2(0,1)

Antonio G Garcia
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L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

Muestreo generalizado regular en V,ﬁ

El isomorfismo 7, da la siguiente férmula de muestreo en Vg:

F(t) = Tp[r Y Y (Lif)(rm)aj(w)e 2] (t)

neZ j=1
= 1Y S (L) (m) T [a()e 2™ (1)
neZ j=1
=130 D (L) (m)(Tpa)(e — )
n€eZ j=1
= > D) (m)Sjalt — )
neZ j=1
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Un teorema de muestreo generalizado regular

Supongamos que gj € L>(0,1) (= fg < o0),j=1,2,...,s.
Son condiciones equivalentes:

O og>0

@ Existe un frame en V£ de la forma {Sja(t — rn)}nez, j=12,...
tal que, para todo f € V2,

F=> Y (Lif)(rn) Sja(- —rn) en L*(R)
neZ j=1
© Existen funciones a; € L>(0,1), j =1,2,...,s, tal que
[a1(w), ..., as(w)] G(w) = [1,0,...,0]

a.e.en (0,1)
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Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:

@ S5ia= ngo(aj), j=12,...,s, ie,
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Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:
@ S5ia= ngo(aj), j=12,...,s, ie,

Sja(t) =rY (aj(w),e>™™)p(t—n) =Y di(n)p(t—n), t €R

nez neZ

Antonio G Garcia
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Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:
@ Sja= rT@(aj), j=12,...,s, ie,
@ La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R
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Comentarios al teorema
En las condiciones del teorema:
@ Sja= rT@(aj), j=12,...,s, ie,
@ La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R

@ Los frames duales con la misma estructura se obtienen a
partir de la primera fila de las matrices:

A(w) = G'(w) + U(w)[ls — G(w)G'(w)],

donde Gf(w) = [G*(W)G(W)]_IG*(W) y U(w) es cualquier
matrix r X s con entradas en L*°(0, 1)

Antonio G Garcia
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Comentarios al teorema

En las condiciones del teorema:
@ Sja= rT@(aj), j=12,...,s, ie,
@ La convergencia de la serie es absoluta y uniforme en R

@ Los frames duales con la misma estructura se obtienen a
partir de la primera fila de las matrices:

A(w) = G'(w) + U(w)[ls — G(w)G'(w)],

donde Gf(w) = [G*(W)G(W)]_IG*(W) y U(w) es cualquier
matrix r X s con entradas en L*°(0, 1)

@ Si r =s entonces {Sja(t — sn)}ncz, j=1,2,..s €s una base de
Riesz en V2. La primera fila de la matriz G™*(w) nos da las
funciones a;(w).

Antonio G Garcia
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Comentarios al teorema

Interpretacion en términos de filtros digitales:

F(£) =D (Lif)(rn)Sja(t — r)

j=1 nez
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Comentarios al teorema
Interpretacion en términos de filtros digitales:

F(£) =D (Lif)(rn)Sja(t — r)

j=1 nez

Sja(t) =Y di(k)e(t — k)

keZ

Antonio G Garcia
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Comentarios al teorema

Interpretacion en términos de filtros digitales:

F(£)=> > (Lif)(rn)Sja(t — m)

j=1 nez

=3 { Z > (L) (rn)di(m — rn)}cp(t —m)

mezZ  j=1 neZ

Antonio G Garcia



Teoria matemdtica de muestreo de sefiales

L Muestreo en espacios invariantes por traslacién

LTeon’a\ de muestreo en V2

Comentarios al teorema
Interpretacion en términos de filtros digitales:

F(£)=> > (Lif)(rn)Sja(t — m)

j=1 nez

=3 { Z > (L) (rn)di(m — rn)}cp(t —m)

mezZ  j=1 neZ

:Zcm@(t—m)

meZ
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Comentarios al teorema

Interpretacion en términos de filtros digitales:

F(£)=> > (Lif)(rn)Sja(t — m)

j=1 nez

=3 { Z > (L) (rn)di(m — rn)}cp(t —m)

mezZ  j=1 neZ

:Zcm@(t—m)

meZ

En el caso de oversampling (s > r), podemos intentar buscar
funciones de reconstruccién S; 5 con propiedades prefijadas: con
soporte compacto (filtros FIR), con decrecimiento exponencial, etc.
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Un ejemplo en Vi
En el espacio V,%,3 consideramos los sistemas de convolucién
2 4
L1f(t) == f(t); Lof(t):=F(t+ §) o Laf(t):=f(t+ §)

Escogiendo el periodo r = 2, la matriz G(w) es una matriz 3 x 2
cuyas entradas son polinomios trigonométricos.
Buscamos una matriz 1 x 3 a(w), cuyas entradas sean polinomios

trigonométricos, tal que

[a1(w), a2(w), a3(w)] G(w) = [1,0]

Antonio G Garcia
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: 2
Un ejemplo en V.

Se obtiene asi la siguiente férmula de muestreo en V,%,3:

3
F(t)=>_ > Lif(2n)Sja(t—2n), teR,

neZ j=1

donde las funciones de muestreo estan dadas por

Sialt) = 1% [Na(t +3) — 3Ns(t +2) — 3Na(t + 1) + Ns(1)],
Soalt) = 1i6 [27Ns(t + 1) — 9Ns(8)],
Ssalt) = [~ ONs(t +1) + 27Ns(1)], tER.

16
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Muchas gracias por vuestra atencion
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