indice Introduccién Series interpoladoras y Teorema de Kramer  Espacios de De Branges Propiedad ZR en espacios Hy
0000000000000

Series interpoladoras de tipo Lagrange, nicleos
analiticos de Kramer y la propiedad ZR

Miguel A. Hernandez Medina®
(en colaboracién con Antonio G. Garcia)

1Departamento de Matematica Aplicada a las TTII
ETSIT, Universidad Politécnica de Madrid



Indice

Introduccién  Series interpoladoras y Teorema de Kramer
0000000000000

Espacios de De Branges

Propiedad ZR en espacios Hy

Norrie Everitt
1924-2011

N



Indice

Introduccién Series interpoladoras y Teorema de Kramer  Espacios de De Branges
0000000000000

Introduccidén

Series interpoladoras y Teorema de Kramer
Versién analitica del Teorema de Kramer
Teorema Principal
Propiedad ZR. Ejemplos

Espacios de De Branges

Propiedad ZR en espacios Hgk

Propiedad ZR en espacios Hy



[ndice  Introduccién  Series interpoladoras y Teorema de Kramer  Espacios de De Branges
0000000000000

Teorema WSK

Cualquier funcién f del espacio de Paley-Wiener:
PW, = {f € L%(R) N C(R),supp f C [, ]}

(bandalimitada a [—7, 7]) puede desarrollarse como

t_
f(t) = Z f(n Senz_n)n),teR

n=—oo

La serie converge absoluta y uniformemente en R.

Propiedad ZR en espacios Hy
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Teorema WSK

. e—ltw

o fePW,, f(t)={f,—)12[—nnr
m ( ) < \/E>L2[ ,7]
e La serie muestral es un desarrollo ortogonal
en PW,.
o A PW, see puede dotar de una estructura

de espacio de Hilbert utilizando la dualidad
G. H. Hardy de Fourier




Introduccién

Teorema de Kramer

e H espacio de Hilbert separable y Q subconjunto de R o C

e K :Q — H continua. Para x € H se define:
f(t) = (K(t),x)n, t€Q

Teorema
Supongamos existe {t,} en Q tal que {K(t,)} es base ortogonal
de H. Entonces,

F(t) = F(ta)Sa(t), teQ

donde
(K(t), K(tn))n
1K (tn)lI?

La serie converge absolutamente en cada punto de Q y
uniformemente en subconjuntos de Q2 donde ||K(t)|| esté acotada

Sn(t) =
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Teorema de Kramer

i Cémo obtener Ky la sucesién {t,}?
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Teorema de Kramer

i Cémo obtener K y la sucesién {t,}?

Problemas diferenciales y en diferencias

e {t,} sucesién de los autovalores del problema y

e {K(tn)} sucesién de las correspondientes autofunciones.
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Teorema de Kramer

i Cémo obtener Ky la sucesién {t,}?

Problemas diferenciales y en diferencias

e {t,} sucesién de los autovalores del problema y

e {K(tn)} sucesion de las correspondientes autofunciones.

Ejemplo: Volviendo al Teorema de Shannon
y =ty; X € [—m, 7]
y(=m) = y(7)
[K(D)](x)=e™; t,=nelZ
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Teorema de Kramer

i Cémo obtener K y la sucesién {t,}?

Problemas diferenciales y en diferencias

e {t,} sucesién de los autovalores del problema y

e {K(tn)} sucesién de las correspondientes autofunciones.

Otros casos

- S P

:;f(t,,),, th,, (AN teQ



Series interpoladoras y Teorema de Kramer

Problema

iCuando se puede escribir la serie muestral
como una serie interpoladora tipo Lagrange?

= F(tn)Sa(t) = D f(tn) t—t,,F)’()

n=1 n=1

(P tiene ceros simples en {z,})
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Versidon analitica del Teorema de Kramer

e H espacio de Hilbert complejo y separable,

e K:C — H, funcién entera con valores en H, K es un nucleo
analitico
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Versidon analitica del Teorema de Kramer

e 7 espacio de Hilbert complejo y separable, ;
K es un niucleo

analitico de
° El{zn}neN C C tal que K(Zn) = e,, donde Kramer
{€en}nen €s una base ortogonal de H.

e K:C — H, funcién entera con valores en H,




indice Introduccién  Series interpoladoras y Teorema de Kramer  Espacios de De Branges Propiedad ZR en espacios Hy
(o] lelelelelelelelelolele}]

Espacio Hk

Hix ={f(z) == (K(2),x)p : x € H, z€ C}
Hyk es un RKHS de funciones enteras
o ||flln, = inf{||x]| : Tx = f} donde

T:xeH— feHk
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Espacio Hk

Hy = {£(z) = (K(2),x)3 : x € H, z€ C}
Hx es un RKHS de funciones enteras
o [l = inf{[lx]| : Tx = f} donde
T:xeH— f €Hgk

{K(z)|z € C} es completo en H = T isometria antilineal
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Espacio Hk

Hy = {£(z) = (K(2),x)3 : x € H, z€ C}
Hx es un RKHS de funciones enteras
o [l = inf{[lx]| : Tx = f} donde
T:xeH— f €Hgk

{K(z)|z € C} es completo en H = T isometria antilineal
e El nicleo reproductor viene dado por

k(z,w) = (K(2), K(W))n (k(w,z) = (K(w), K(2))n)
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Espacio Hk

Hy = {£(z) = (K(2),x)3 : x € H, z€ C}
Hx es un RKHS de funciones enteras
o [l = inf{[lx]| : Tx = f} donde
T:xeH— f €Hgk

{K(z)|z € C} es completo en H = T isometria antilineal
e El nicleo reproductor viene dado por

k(z,w) = (K(2), K(W))n (k(w,z) = (K(w), K(2))n)

e K:C — H es una funcién entera < z — (K(z),x)% es una
funcién entera Vx € H
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Versidon analitica del Teorema de Kramer

Sea K : C — H un ntcleo analitico de Kramer asociado a
{z,} C C. Entonces, si f € Hg

f(z) =D f(za)Sn(z), z€C

donde
(K(z), K(zn))n
1K (zn)|1?

La serie converge absolutamente en cada punto de C y
uniformemente en subconjuntos de C donde ||K(z)|| esté acotada

Sn(z) =
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Propiedad ZR en espacios Hy
Teorema de Kramer (demostracién)

x = Z an K (zn)
T

T

f= Z f(zn)sn(z)
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Teorema de Kramer (demostracién)

x = Z anK(z)

T T

1. Hk RKHS = convergencia en norma implica convergencia
puntual.

2. La convergencia absoluta resulta de la convergencia
incondicional de los desarrollos ortogonales en H.
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Propiedad ZR

Definicidn
Un conjunto A de funciones enteras verifica la propiedad de Zero
Removing (ZR) si

8(2)

geAcong(w)=0==>-=—¢cA
z—w
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Propiedad ZR

Definicién
Un conjunto A de funciones enteras verifica la propiedad de Zero
Removing (ZR) si

gGAcong(W):O:&EA
zZz— W

En H2(D), nearly invariant por el operador backward shift

g(z) — &(0)

V4

g —

zMtl ey zn —1+—0
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La propiedad ZR y series muestrales interpoladoras de tipo
Lagrange

Sea Hx = {f : C — C|f(z) = (K(z),x) }, K nicleo analitico de
Kramer respecto de {z,}°°; C Cy la base ortogonal de H
{en}nzs-

La féormula muestral en Hg

(2) = Y- f(an)Sue) = 3. flan) o
n=1 n=1 n n

se puede escribir como una serie interpoladora de tipo Lagrange

)

Hk verifica la propiedad ZR
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Demostracion

ﬁ W. N. Everitt, A.G. Garcia and M.A. Hernandez-Medina.
On Lagrange-type interpolation series and analytic Kramer kernels,
Results Math., 51:215-228, 2008.

@ P. Fernandez-Moncada, A.G. Garcia and M.A. Herndndez-Medina
The zero-removing property and Lagrange-type interpolation series.
Numer. Funct. Anal. Optim., 32:858-876, 2011.
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Demostracién (esquema)

Suficiencia
1. Propiedad ZR

= La funcién muestral S, tiene sus zeros (simples) en {z,},
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Demostracién (esquema)

Suficiencia
1. Propiedad ZR
= La funcién muestral S, tiene sus zeros (simples) en {z,},

2. Sea Q, una funcién entera con zeros simples en {z,} cn. Para
cada n € N, existe una funcidén entera A, sin zeros tal que

(z = 22)Sn(2) = An(2)Q(2)
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Demostracién (esquema)

Suficiencia
1. Propiedad ZR

= La funcién muestral S, tiene sus zeros (simples) en {z,},

2. Sea Q, una funcién entera con zeros simples en {z,} cn. Para
cada n € N, existe una funcidén entera A, sin zeros tal que

(z = 22)Sn(2) = An(2)Q(2)

3. Propiedad ZR+ férmula muestral
= A,(z) =0,A(2), n€N,
Entonces
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Demostracién (esquema)

Suficiencia
1. Propiedad ZR

= La funcién muestral S, tiene sus zeros (simples) en {z,},

2. Sea Q, una funcién entera con zeros simples en {z,} cn. Para
cada n € N, existe una funcidén entera A, sin zeros tal que

(z = 22)Sn(2) = An(2)Q(2)

3. Propiedad ZR+ férmula muestral
= A,(z) =0,A(2), n€N,
Entonces

L ARRE) [ 1 A@)R(R)
(2 =[]l = = = Ay o) | 2=z
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Demostracién (esquema)

Necesidad

e Sea g € Hk con g(w) =0, jz+— ngZZV € Hk?
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Demostracién (esquema)

Necesidad
g(2)

e Sea g€ Hk con g(w) =0, jz+— € Hk?

* W& {zntnen Serie Interpoladora ¢ W=2n

de tipo Lagrange

° Z 1 & verifica la

V4 w
féormula muestral
e dy € H,

) _ k(2).y)

zZ—Ww
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Propiedad interpoladora de las funciones muestrales
Sn(zm) = Onm

No acotacion de la sucesidon de muestras

lim |z,| = +o0
n—o0
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Propiedad ZR. Ejemplos

e Sea K : C — H un nicleo analitico tal que
K(z1) = K(z2), z1 # 2

Hk no verifica la propiedad ZR.
K:C— L2[*T(.ﬂ’], [K(2)](x) = ez°x

K(z1) = K(zp) ° f(zl) =0 (:> f(Z2) = )
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Propiedad ZR. Ejemplos

Transformada coseno finita

o H =1L2[0,7], K(z): C — L?[0,7]
[K(2)](x) = cos zx

Hy = funciones pares de PW, (= Hk no ZR)

Propiedad ZR en espacios Hy
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Propiedad ZR. Ejemplos

Transformada coseno finita

o H=12%[0,n], K(z): C — L?[0,7]
[K(2)](x) = cos zx

Hk = funciones pares de PW,; (= Hk no ZR)
Para cada f € Hg, f(z) = (cos zx, F(x))12[0,x]

f(z) _ sen V4 Zf_ Nzsenmz

NO puede escribirse como un desarrollo de tipo Lagrange
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Propiedad ZR. Ejemplos

E?(¥), [Chan and Shapiro, 1991]

o Seay =Y vntz" con v, >0y Yn/Ynt1 — O cuando
n— oo

o Una funcién entera f(z) = Y%, a,z" pertenece a E%(7) sii

{’Ynan}No € £2(N0)
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Propiedad ZR. Ejemplos

E2(¥), [Chan and Shapiro, 1991]

e Seay =Y ovntz" con vy >0y Yn/Ynt1 — O cuando
n— oo

e Una funcién entera f(z) = Y %, a,z" pertenece a E£2(7) sii

{'Ynan}No € (NO)

E?(v) es un espacio Hk: Sea {e,}>°, base ortonormal de H y

Ky: C— H

e
z— K,(z Lz

—o /7

)

3
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Propiedad ZR. Ejemplos

E?(7), [Chan and Shapiro, 1991]

o Seay =Y vntz" con v, >0y Yn/Ynt1 — O cuando
n— oo

e Una funcién entera f(z) = Y 0%, a,z" pertenece a E%(7) sii
{7nan}No € 62(N0)

E2() verifica la propiedad ZR



Indice  Introduccién  Series interpoladoras y Teorema de Kramer  Espacios de De Branges  Propiedad ZR en espacios Hyk
0000000000008

Propiedad ZR. Ejemplos

El espacio PW,
Teorema de Paley-Wiener

PW, = {f :C - C, entera : |f(z)| < A"y fiz € [*(R)}
K:C— L?[—m, 7, [K(2)](x) = e, Hx = PW,
PW,. verifica la propiedad ZR
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Propiedad ZR. Ejemplos

El espacio PW,

Teorema de Paley-Wiener
PW, ={f :C — C, entera : |f(z)| < Ae""y fiz € [*(R)}
K:C— L?[—m, 7, [K(2)](x) = e, Hx = PW,
PW,. verifica la propiedad ZR

Espacios de De Branges.

[@ L. de Branges
Hilbert spaces of Entire Functions
Prentice Hall, 1968.
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Espacios de De Branges (I1)

e E funcidn entera con |E(x — iy)| < |E(x + iy)| para cada
y>0
e H(E) es el conjunto de funciones enteras F tales que

2
L - |50

—| dt
E(t) < o0
2. F/E, F*/E son de tipo acotado y tipo medio no positivo en
Cc+
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Espacios de De Branges (I1)

o E funcién entera con |E(x — iy)| < |E(x + iy)| para cada
y>0
e H(E) es el conjunto de funciones enteras F tales que

L= |29

—| dt
E(t) < o0
2. F/E, F*/E son de tipo acotado y tipo medio no positivo en
ct

Teorema de factorizacidon de Nevanlinna Si G, analitica en
CT, es de tipo acotado entonces

G(z) = B(z)e ™MzeH(2)

B es un producto de Blaschke, h € Ry H es analitica en C*
con

< o0

y/‘“c dp(t) /'*”d/f/(t)

RH(x + iy) = ¥ .
) = | Gy | 1482
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Espacios de De Branges (I1)

e E funcién entera con |E(x — iy)| < |E(x + iy)| para cada
y>0
e H(E) es el conjunto de funciones enteras F tales que

Ty G

—| dt <
ER)| &7
2. F/E, F*/E son de tipo acotado y tipo medio no positivo en
Cc+

Espacios de De Branges y propiedad ZR
e Si E(t) # 0 con t € R entonces H(E) verifica la propiedad ZR
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Espacios de De Branges (I1)

e E funcidn entera con |E(x — iy)| < |E(x + iy)| para cada
y >0
e H(E) es el conjunto de funciones enteras F tales que

L= J| 2]

dt < oo
2. F/E, F*/E son de tipo acotado y tipo medio no positivo en
ct

Espacios de De Branges y propiedad ZR

e Si E(t) # 0 con t € R entonces H(E) verifica la propiedad ZR
E es estricta
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Propiedad ZR en espacios Hy
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Espacios de De Branges (I1)

e E funcidn entera con |E(x — iy)| < |E(x + iy)| para cada
y>0

e H(E) es el conjunto de funciones enteras F tales que

L IFIE = fR'EEg 2

—| dt <0
2. F/E, F*/E son de tipo acotado y tipo medio no positivo en
C+

Espacios de De Branges y propiedad ZR

e Si E(t) # 0 con t € R entonces H(E) verifica la propiedad ZR
E es estricta
e Para cualquier funcién de estructura E existe una funcién de

estructura estricta E’ tal que H(E) y H(E') son
isométricamente isomorfos.
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Espacios

dB

A. G. Garcia, M.A. Herndandez-Medina and F. H. Szafraniec

Analytic Kramer kernels, Lagrange-type interpolation series and de
Branges spaces,

Complex Variables & Elliptic Equations 58, no. 1 (2011)

[m] = =
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Todo espacio de De Branges es Hyg

H(E) es isometricamente isomorfo a Hk con

B(w)A(z) — A(w)B(z)

m(w — z)
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i Cuando un espacio Hk es un espacio de de Branges?

Teorema
Si en Hk existe una férmula de muestreo ortogonal que pueda
escribirse como una serie interpoladora de tipo Lagrange

_ P(z)
th,, )P feHy zeC

con {t,} C Ry P* = P entonces Hg es un espacio de de Branges.
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Introduccién  Series interpoladoras y Teorema de Kramer
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Espacios de De Branges

Propiedad ZR en espacios Hy

Propiedad ZR en espacios Hg

N
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Propiedad ZR en espacios Hy

Definicién
Dado w € C, diremos que H verifica la propiedad ZR,, si

f(2)

fetkgyf(w)=0 ég(z):meﬂ;(
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Propiedad ZR en espacios Hy

Definicién
Dado w € C, diremos que Hg verifica la propiedad ZR,, si

f
fetkyf(w)=0 jg(z):zizaveﬂ;(

ZR < ZR,, para todo w € C
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Propiedad ZR en espacios Hy

Teorema
Supongamos que K(z) # 0, z € C. Si existe w € C tal que Hg
verifica la propiedad ZR,, entonces Hy verifica la propiedad ZR

JweC, ZR, =ZR
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Propiedad ZR en espacios Hy

Teorema
Supongamos que K(z) # 0, z € C. Si existe w € C tal que Hk
verifica la propiedad ZR,, entonces Hy verifica la propiedad ZR

dw € C, ZR,, =ZR

U :={w € C|ZR, } es abierto y cerrado en C

Clave: Los funcionales de evaluacién puntual son continuos en H
Hk>f— f(w)eC



indice Introduccién Series interpoladoras y Teorema de Kramer  Espacios de De Branges  Propiedad ZR en espacios Hy
0000000000000

Serie de potencias asociada a K

[e o]

Z (z—a)", zeC,{c(a)} CH)

T inyectiva = Va € C, {c,(a)}nen, €s completa en .

{K(z)|z € C} completo = T isometria
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Propiedad ZR en espacios Hy. Independencia lineal

Sea K(z) = Zﬁlzo cnz" con ¢y, c1...,cy € H.

‘H verifica la propiedad ZR < {cp,c1...,cn} es Li.
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Propiedad ZR en espacios Hy. Independencia lineal
Sea K(z) = Z,’)’ZO cpz" con ¢y, c1..., ey € H.
‘Hk verifica la propiedad ZR < {cp,c1...,cn} es Li.

Sea K(z) = > 72 cn(0)z" con {c,(0)}02, C H
H verifica la propiedad ZRg = {c,(0)}22, es L.i.
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Propiedad ZR en espacios Hy. Independencia lineal

Sea K(z) = 3N caz" con co,c1 ..., cn € H.

‘H verifica la propiedad ZR < {cp,c1...,cn} es Li.

Sea K(z) = > 72 g ¢n(0)z" con {cn(0)}52, C H
H verifica la propiedad ZRg = {c,(0)}22, es L.i.

Hk verifica la propiedad ZR = {c,(a)}%2, es l.i. para cada a € C
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Hk vy el conjunto de polinomios P

{cn(a)} nen, es minimal Va € C
Ejemplo
E*(7)

P C Hk
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Hk vy el conjunto de polinomios P

{cn(a)} nen, es supercompleta Va € C
Ejemplo
PW,.

PNHk =9
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Hk vy el conjunto de polinomios P

Hk verifica la propiedad ZR

o {8} 1,
e {cn(a)}n>n supercompleta y

P span{cn(a)} M @span{c,(a)}psn = H, Va e C
PNHx =Pn
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Propiedad ZRy

f(z) = (K(z),x)y, € Hk con x € H, tal que f(0) = 0. Entonces
(c0(0),x) =0y

f(zz) => (cn1(0),x)2", z€C.
n=0

Hk verifica la propiedad ZRg si para cada x € {cp(0)} existe
y € H tal que

<CH(0)7y> = <Cn+1(0)ax> , n€Np.



Propiedad ZR en espacios Hy

Propiedad ZRy

Teorema
Sean {fi,h,f,...} CHy{di,dr,ds3,...} CC. Para que las
ecuaciones

(f,fpy=dp,, neN

tengan al menos una solucién f € H con ||f|| < M, es necesario y

suficiente que
‘ Za,ﬂn < MH Z anfy

para cada sucesién finita de nimeros {a,}. Si {fi, f, f3,...} es
completa en H, entonces la solucién es Unica.




indice Introduccién Series interpoladoras y Teorema de Kramer  Espacios de De Branges  Propiedad ZR en espacios Hy
0000000000000

Propiedad ZRy

Teorema
Sean {fi,h,f,...} CHYy{di,dr,d3, ...} CC. Para que las
ecuaciones

(f,fpy=dn, neN

tengan al menos una solucién f € H con ||f|| < M, es necesario y

suficiente que
‘ Z apd,| < I\/IH Z anfn

para cada sucesién finita de nimeros {a,}. Si {fi, h, f3,...} es
completa en H, entonces la solucién es unica.

Cond. Suf.: /,1(2 a,,fn) = Z a,d, continuo
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Propiedad ZRy

H verifica la propiedad ZRg si para cada x € {cp(0)}+ el
funcional po x definido en Yy := span{cy(0)} e, por

pox( D anenl0)) = 3 anlcnia(0). )

n

es continuo.
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Espacios de De Branges

Operador S

Ho.
Yo o >

Propiedad ZR en espacios Hy
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Operador S

0x
Yo a S

Propiedad ZR en espacios Hy
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Operador S

0x
Yo a S

So ( 2,,: a,,c,,(O)> = 2,,: ancn+1(0)

Propiedad ZR en espacios Hy

Tox ( Zn: ancn(0)> = Z,,: an(cn(0),x) acotado
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Operador S

S Tox
Yo ==Y, —2-5C
lld J'd
Yo Hox N (C

Sp acotado = jigx acotado para todo x € H

So
— ¢n(0) — cpt1(0) —

So shift generalizado
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Operador S
So continuo
S*
H———H
lT lfr B = &) =)
p4

'HKi)’HK

So
— ¢n(0) — cpt1(0) —

So shift generalizado
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Operador Sy y propiedad ZR

o {cn(0)}nen, I
So acotado = H verifica la propiedad ZR

e {cn(0)}nen, li-y 1€ Hi (c0(0) ¢ span{c,(0)},-0)
‘Hy verifica la propiedad ZR < Sy acotado
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Operador Sy y propiedad ZR

e {cn(0)}neny i
So acotado = H verifica la propiedad ZR

o {cn(0)}nen, li-y 1€ Hi (c0(0) ¢ span{c,(0)},-0)
‘H verifica la propiedad ZR < Sy acotado

e {cn(0)}nen, minimal
‘H verifica la propiedad ZR < 5S¢ acotado
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Condicién suficiente. Inclinaciones

Se definen

. 0
b= fof p(e SO spantc,O)}u) . kENo, (1)

ek (011

span{cn(0)} potk

{cn(0)}52 es minimal en H = 6, > 0 para cada n € Ny
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Teorema

. {c,,(O)},,GN0 es completa y minimal en Hg

1 llen+1(0) ||
n [len(0)

‘Hy verifica la propiedad ZR

Propiedad ZR en espacios Hy
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Teorema

. {c,,( ) }nen, €s completa y minimal en Hy

L leasa(O)]]
2 ey =

Hk verifica la propiedad ZR

Si {cn(0)}nen, minimal y x = Y apcp(0) (finita o convergente)
entonces || ||

,h €Ny
Fallen(0)]]

lan| <

n
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iGracias!
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Derivacion en Hg

En general el operador de diferenciacién D : Hx — Hk
D(f) = f/, feHtg

no esta bien definido en H.
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Derivacion en Hg

En general el operador de diferenciacién D : Hx — Hk
D(f)=f'", feHk

no esta bien definido en #H.

Ejemplo E3(7)
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Derivacion en Hg

En general el operador de diferenciacion D : Hx — Hk
D(f)=f', f € Hyk

no esta bien definido en H.
Ejemplo E?(7)

Ky(2) = Z g

n=0 Tn

{en} base ortonormal de H, v, = Vn!
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Derivacion en Hg

En general el operador de diferenciacién D : Hx — Hk
D(f) = f/, feHtHg

no esta bien definido en H.

Ejemplo E3(7)

Kv(z) = Z &zn

n=0 Tn

= 1
f(z) = €Hk, f¢é&H
(2) ;) T K, ¢ Hk



Propiedad ZR en espacios Hy

Derivacion en Hg

En general el operador de diferenciacion D : Hx — Hxk
D(f)=f', f e Hk

no esta bien definido en H.

Teorema
Supongamos que {cp(0)}nen, €s minimal y completa en H. Si

i (n+1) [[cn+1(0)

l
< 0
dn llcn(0) ]

n=0

Entonces D es un operador bien definido y acotado en H.
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Derivacion y traslaciones en Hg

D :Hk — Hk (D(f) = ') bien definido y acotado en H.

4

T,: Hik — Hk, ((Taf)(z) = f(z — a)) bien definido y acotado
en Hk
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Derivacion y traslaciones en Hg

D :Hk — Hk (D(f) = f') bien definido y acotado en H.

4

T,:Hk — Hk, ((Taf)(z) = f(z — a)) bien definido y acotado
en Hyg
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